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Studierhinweise

Bevor ich eine Ubersicht dariiber gebe, was Sie in der ersten Kurseinheit erwarten
wird, einige Worte dazu, wie man mit einem mathematischen Text arbeitet.

Einen mathematischen Text darf man nicht lesen wie einen Roman, man muss ihn
sich erarbeiten.

Ich mo6chte Thnen hier einige Hilfestellungen an die Hand geben, wie dies geschehen
kann.

Der mathematische Sprachstil ist minimalistisch, es gibt in einem mathematischen
Text wenig Uberfliissiges. Daher ist die wichtigste Regel: Lesen Sie langsam; lesen
Sie Wort fiir Wort und Symbol fiir Symbol.

Ein gutes und wichtiges Hilfsmittel, die Lesegeschwindigkeit zu drosseln, ist Papier
und Schreibzeug. Wenn Sie einen Beweis durcharbeiten (oder eine Definition oder
die Aussage eines Satzes verstehen wollen), schreiben Sie mit. Beantworten Sie sich
bei jedem Satz, den Sie schreiben, die Frage: Habe ich verstanden, warum b aus
a folgt? Welche Informationen waren fiir diese Schlussfolgerung notig? Fiigen Sie
Details, die im Text nicht erwihnt werden, ein.

Stellen Sie sich bei jeder Definition und jedem beschriebenen Sachverhalt die Frage:
Kenne ich ein Beispiel fiir diesen Sachverhalt? Und kenne ich ein Beispiel, wo die
Voraussetzungen nicht erfiillt sind?

Wenn Sie die Formulierung eines Satzes oder einer Proposition gelesen haben,
steigen Sie nicht gleich in den Beweis ein. Uberlegen Sie zuerst: Was sind die
Voraussetzungen (also die Annahmen, die erfiillt sein miissen), und was ist die Be-
hauptung? Was ist im Beweis zu tun, um aus den Voraussetzungen die Behauptung
herzuleiten?

Versuchen Sie, jeden Satz und jede Definition mit eigenen Worten zu formulieren.
Notieren Sie IThre Formulierung und vergleichen Sie mit der im Lehrtext. Besagen
sie dasselbe?
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Lernen Sie Definitionen, bei denen Sie Schwierigkeiten haben oder auf die als
besonders wichtig hingewiesen wurde, auswendig. Gewisse Dinge brauchen einfach
Zeit, sich zu setzen.

Scheuen Sie sich nicht, gewisse Passagen laut zu lesen. Uber Mathematik zu spre-
chen ist gar nicht einfach, und das laute Lesen ist eine gute Ubung.

Losen Sie die im Text gestellten Ubungsaufgaben und beschiftigen Sie sich aus-
fiihrlich mit den Einsendeaufgaben. Versuchen Sie sich an den Ubungsaufgaben
dann, wenn Sie im Text auf sie treffen. Sie sollen Ihnen helfen, sich an einen neu-
en Begriff zu gewohnen und sich zu kontrollieren, ob Sie damit umgehen kénnen.
Niemand lernt ein Musikinstrument, weil er Noten beherrscht und sich in Harmo-
nielehre und Musikgeschichte auskennt. Genauso lernt niemand Mathematik durch
passives Aufnehmen von Lehrstoff. Sie miissen mit den Begriffen, Konzepten und
Fakten umgehen konnen, und dies geschieht nur durch Uben, Uben und Uben.
Nehmen Sie also die Aufgaben ernst.

Wie beim Erlernen einer Sprache, eines Musikinstruments oder einer Sportart gilt
auch fir die Mathematik: Arbeiten Sie kontinuierlich. Besser ein bis zwei Stunden
taglich als zwei Wochenenden ohne Pause. Da kann nicht viel hangenbleiben. Wenn
Sie sich pro Woche etwa 20 Stunden mit dem Lehrtext und den Einsendeaufgaben
beschaftigen, wiirde ich das nicht als zu viel erachten.

Der Kurs setzt voraus, dass Sie die Schulmathematik verstanden haben. Sollten
Sie sich dabei unsicher fiithlen, so sollten Sie sich eines der unzéahligen Biicher, in
denen die Schulmathematik noch einmal kurz zusammengestellt wird, kaufen und
gegebenenfalls nachschlagen.

Die Kurseinheiten bauen aufeinander auf. In Kurseinheit 3 brauchen Sie alles (bis
auf Kapitel 1), was vorher bereitgestellt wurde. Je mehr Thnen bis dahin in Fleisch
und Blut tibergegangen ist, desto mehr haben Sie den Kopf frei um Neues aufzu-
nehmen.

Zum Schluss einige Hinweise zum Stil des Kurses.

e Die meisten Sétze, Propositionen, und Korollare haben ein Stichwort, meist
eine Kurzfassung des behandelten Inhaltes. Auf diese wird beim Verweisen
oft hingewiesen. Nicht die Nummern der Aussagen sind wichtig. Versuchen
Sie, sich die Stichworte zu merken.

e Das Ende eines Beweises oder das Ende einer Aussage, die meines Erach-
tens keines Beweises mehr bedarf, wird durch das Beweisabschlusszeichen [
angezeigt.

e Bei Definitionen erkennt man die zu definierenden Begriffe daran, dass sie
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fett gedruckt sind.

Kommen wir nun zu den Inhalten der ersten Kurseinheit. Im ersten Kapitel geht
es darum, Begriffe und Konzepte, die in der Mathematik immer wieder verwendet
werden, vorzustellen und erste Eigenschaften nachzuweisen. Dariiber hinaus soll
Kapitel 1 dazu dienen, eine gemeinsame Sprache und Symbolik festzulegen und
Notation zu vereinbaren.

Im Einzelnen sind zu nennen:

Abschnitt 1.1: Hier lernen Sie das Summensymbol ¥ kennen, das eine handliche
Abkiirzung zur Schreibweise von Summen mit vielen Summanden liefert.

Nach Durcharbeiten dieses Abschnittes sollten Sie keine Angst vor Doppelsummen
haben.

Abschnitt 1.2: Eine Aussage ist jeder Satz der Umgangssprache, dem die Ei-
genschaft ,wahr® zu sein oder ,falsch® zu sein, zugesprochen werden kann. Mit
Hilfe so genannter Junktoren kénnen aus Aussagen weitere Aussagen konstruiert
werden. Wie dies geschieht, sehen Sie in Abschnitt 1.2.

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie die Wahrheitstafeln der Junk-
toren kennen, nicht tiberméfiig komplexe Aussagen durch Quantoren ausdriicken
konnen und in der Lage sein, Aussagen in Quantoren-Schreibweise in Umgangs-
sprache zu iibersetzen. Weiter sollten Sie die Negation von Aussagen bilden kénnen.
Sie sollten sensibel fiir die verschiedenen Beweisprinzipien sein, die in der Mathe-
matik verwendet werden und die wir in 1.2.5 vorstellen werden. Wir werden Sie im
Kurs darauf hinweisen, wenn sie eingesetzt werden. Das Prinzip der vollstandigen
Induktion ist zentral in der Mathematik. Dies miissen Sie verstanden haben und
in Beispielen verwenden kénnen.

Abschnitt 1.3: Die Verstandigung in der modernen Mathematik stiitzt sich auf
den Begriff der Menge. In Abschnitt 1.3 werden im Wesentlichen nur Begriffe im
Zusammenhang mit Mengen zusammengetragen, die im Folgenden immer wieder
verwendet werden.

Nach Durcharbeiten von Abschnitt 1.3 sollten Sie mit folgenden Begriffen umgehen
konnen: Vereinigung, Durchschnitt und Produkt von Mengen, Differenzmengen
und Gleichheit von Mengen.

Abschnitt 1.4: Jetzt wird es langsam ernst, wir reden iiber Abbildungen. Viele
Aussagen in der Mathematik werden mit Hilfe von Abbildungen formuliert. Nach-
dem in Abschnitt 1.4.1 der Begriff einer Abbildung definiert wird, kommen wir in
Abschnitt 1.4.2 zu zwei sehr wichtigen Mengen, die im Zusammenhang mit Abbil-
dungen auftauchen: dem Bild einer Abbildung und der Menge der Urbilder eines
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Elements unter einer Abbildung. Die Frage, ob und wie viele Urbilder Elemente
unter einer Abbildung haben, fithrt zu den Begriffen injektiver, surjektiver und
bijektiver Abbildungen. Diese Begriffe werden Thnen in der Mathematik immer
wieder begegnen, wir werden in Kurseinheit 3 wieder auf sie treffen. In Abschnitt
1.4.3 wird die Komposition von Abbildungen eingefiihrt, und es wird untersucht,
welche Abbildungen invertierbar sind. Unser erstes grofies Ergebnis, das wir oft
benutzen werden, ist die Charakterisierung invertierbarer Abbildungen, Korollar
1.4.22.

Nach Durcharbeiten von Abschnitt 1.4 sollten Sie mit folgenden Begriffen umge-
hen koénnen: Abbildung, Bild und Urbild von Abbildungen, injektive, surjektive
und bijektive Abbildungen, Invertierbarkeit von Abbildungen, Komposition von

Abbildungen, Gleichheit von Abbildungen.

Abschnitt 1.5: Verkntupfungen, die wir in Abschnitt 1.5 vorstellen, sind spezielle
Abbildungen. Zwei Elementen einer Menge wird ein drittes Element dieser Menge
zugeordnet. Typische Beispiele sind die Addition und die Multiplikation reeller
Zahlen. In der Mathematik interessiert man sich fiir Verkniipfungen mit schonen
Eigenschaften. Welches solche Eigenschaften sind, wird in Abschnitt 1.5 erklért —
im Wesentlichen handelt es sich um Eigenschaften, die denen &hneln, die wir vom
Rechnen mit ganzen Zahlen schon kennen. Das Wichtige in Abschnitt 1.5 sind die
Beispiele.

Abschnitt 1.6: In diesem Abschnitt geht es um Korper. Kérper sind Mengen, in
denen wir Elemente addieren und multiplizieren kénnen, wobei jedoch eine Reihe
von Regeln erfiillt sein miissen. Beispiele fiir Korper sind die rationalen und die
reellen Zahlen. Es gibt aber noch viel mehr Beispiele fiir Koérper — einen weiteren,
den Korper Fy mit zwei Elementen, werden Sie in Abschnitt 1.6 kennen lernen.
Dieser Korper sollte IThnen in Fleisch und Blut iibergehen.

Nachdem wir in Kapitel 1 die grundlegenden Begriffe vorgestellt haben, fithren wir
in Kapitel 2 Matrizen ein und erklaren, wie mit ihnen gerechnet wird.

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie entscheiden kénnen, welche Matri-
zen Sie addieren und welche Sie multiplizieren diirfen, und Sie sollten die Rech-
nungen durchfithren konnen. Kapitel 2 ist etwas trocken. Beiflen Sie sich trotzdem
durch, die Matrizenrechnung ist eine Grundlage fiir die weiteren Kurseinheiten,
und die sollten Sie dann beherrschen.

In Kapitel 3 geht es um spezielle Matrizen, so genannte Elementarmatrizen. Wenn
man Elementarmatrizen von links an eine Matrix multipliziert, so werden zwei
Zeilen vertauscht, oder eine Zeile wird mit einem Korperelement multipliziert,
oder das Vielfache einer Zeile wird zu einer anderen addiert.
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Nach Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie wissen, welche Elementarmatrix
welche elementare Zeilenumformung bewirkt, und sie sollten wissen, dass Elemen-
tarmatrizen invertierbar sind, und dass ihre Inversen ebenfalls Elementarmatrizen
sind. Diese Tatsache werden wir spater immer wieder ausnutzen.
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Kapitel 1

Einiges zum Sprachgebrauch

In diesem einleitenden Kapitel werden wir zunédchst etwas Notation festlegen und
einige Begriffe klaren, damit wir nicht aneinander vorbeireden.

1.1 Das Summensymbol X

Oft mussen wir Summen mit vielen Summanden untersuchen. Etwa:

(a) 9+ 16+ 25+ 36 + 49 + 64 4+ 81 + 100

n n n
(b) 55+t

(c) ti+4 2ty + 3tg + - + nt,
(d) 1+14+1+1+1

Um das kompakt schreiben zu konnen, benutzen wir das Summationssymbol .
Das Symbol 3", der griechische Buchstabe Sigma, der dem deutschen S entspricht,
steht fiir ,,Summe*. Man spricht dieses Symbol ,,Summe* aus.

Analysieren wir, was wir in den Beispielen gemacht haben:

10
(a) Wir addieren alle Quadrate der Zahlen von 3 bis 10. Dafiir schreibt man » i
=3
oder Z i%. Gesprochen wird das ,,Summe der > fiir ¢ von 3 bis 10“
3<i<10

(b) Wir summieren Briiche, deren Zéhler immer n ist und bei denen im Nenner

15
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k
alle Zahlen zwischen 2 und k stehen. Dafiir schreiben wir Z ﬁ oder Z ﬁ

=2 a<j<k J
(c) Wir haben Zahlen ti,...,t, gegeben und miissen jede Zahl mit ihrem Index

n

multiplizieren und aufaddieren. Dafiir kann man Z kt; oder Z kt; schrei-
k=1 1<k<n

ben.

5
(d) Wir missen 5 mal 1 addieren. Dafiir sind Y 1 oder » 1 mdgliche Abkiir-

r=1 1<r<5
zungen.

Es ist gleichgiiltig, ob wir die Summationsindizes mit i, j, k, » oder anders benen-

10 10
nen, zum Beispiel ist Z it = Zj2.
i=1 j=1

Wir kénnen auch Summen aufaddieren und erhalten Doppelsummen.

Z Z Qijj = Z (@it + apg + -+ + aip)
1<i<m 1<j<n 1<i<m

= (an +app+- - +ay)+ (a +axp + -+ az,)
+"'+(am1+am2+"'+amn)-

Statt Z Z a;; schreibt man auch Z a;j. Vertauschen wir nun die Sum-

1<i<m 1<5<n 1<i<m

1<j<n
mensymbole:
doo> ay = ) (agtay+ o+ am)
1<j<n 1<i<m 1<5<n

= (a1 +an+- 4 am)+ (a2 +an+- -+ an)
+...+<a1n+a2n+...+amn)
= (an+ap+-+ap)+ -+ (Qn + ame+ -+ Gn)

= > D a

1<i<m 1<5<n
Wir sehen also:
1.1.1 Merkregel: Wenn Klammern um Summen weggelassen und Summanden

vertauscht werden dirfen, so diirfen die Summensymbole in Doppelsummen ver-
tauscht werden.

1.1.2 Aufgabe: Schreiben Sie folgenden Ausdruck als Summe: E .
1<i<3
1%5<6

1.1.3 Aufgabe: Schreiben Sie folgenden Ausdruck mit Hilfe des > -Symbols:
(be + brs + bs3) + (bea + bra + bsa) + (bes + brs + bss)



Kapitel 1. Einiges zum Sprachgebrauch 17

5
1.1.4 Aufgabe: Berechnen Sie Z P2

=1

1.2 Aussagen

In der klassischen Logik wird unter einer Aussage jeder Satz der Umgangssprache
verstanden, dem die Eigenschaft, entweder ,wahr“ zu sein oder ,falsch“ zu sein,
zugesprochen werden kann. Jede Aussage ist also entweder wahr oder falsch, und
welche dieser Eigenschaften auf eine Aussage zutrifft, soll prinzipiell feststehen,
ohne dass man im Einzelfall in der Lage sein muss, effektiv entscheiden zu kénnen,
welcher der beiden Félle zutrifft.

1.2.1 Beispiel:  Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen z,y, z, so dass die
Gleichung 2% + y? = 22 1osbar ist.*

Obgleich Sie vermutlich nicht wissen, ob dieser Satz richtig oder falsch ist, handelt
es sich um eine Aussage. Entweder gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen z, y, z,
die die Eigenschaft haben, dass 2% + y? = 2? ist, oder nicht. Beides gleichzeitig ist
nicht moglich, nichts von beiden ebenfalls nicht, also ist dieser Satz eine Aussage.
Diese Aussage ist iibrigens wahr, einen Beweis dafiir, das heif}t, eine Begriindung
dafiir, dass diese Aussage wahr ist, lernen Studierende der Mathematik in einem
Kurs oder einer Vorlesung iiber elementare Zahlentheorie.

1.2.2 Aufgabe: Sind die folgenden Satze Aussagen? Begriinden Sie Thre Antwort.

1. Es gibt unendlich viele gerade Primzahlen.
2. (a+b)%

3. Fir jede reelle Zahl a gilt a - 0 = 0.

4. Wenn 12 > 9, so folgt 6 > 7 und 2 -2 = 4.

1.2.1 Junktoren

Aus gegebenen Aussagen konnen neue Aussagen gebildet werden. Dies geschieht
durch sogenannte Junktoren (iungere = verbinden, lateinisch), die durch die Sym-
bole =, A, V, = und < bezeichnet werden, und die wir hier erklaren wollen.

(a) Die Negation —: Wenn A eine Aussage ist, so kann A4 die Eigenschaft wahr
oder falsch zugeordnet werden.
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1.2.3 Definition: Die Negation —.A von A ist diejenige Aussage, die falsch
ist, wenn A wahr ist, und die wahr ist, wenn A falsch ist.

Die Negation von A wird mit =4 bezeichnet. Ausgesprochen wird dies als
,nicht A“ oder ,Negation von A“ Ordnen wir einer wahren Aussage den
Wert w und einer falschen Aussage den Wert f zu, so lasst sich die Definition
der Negation von A folgendermaflen tabellarisch zusammenfassen:

Al -A

w | f
fll w
Die Konjunktion A: Seien A und B Aussagen.

1.2.4 Definition: Die Konjunktion AAB von A und B ist diejenige Aussage,
die genau dann wahr ist, wenn A und B beide wahr sind.

Die Konjunktion von A und B wird mit A A B bezeichnet, und AA B wird ,,.A
und B“ ausgesprochen. Fassen wir die Konjunktion von zwei Aussagen noch
einmal tabellarisch zusammen. Die Aussagen A beziehungsweise B kénnen
wahr oder falsch sein. Wir haben also folgende Kombinationen:

Al B

~ - & g
e - g

Da A A B genau dann wahr ist, wenn A und B beide wahr sind, erhalten wir:

A|B|ANB
w | w w
wlf| f
flwll f
Flelor

Beispiel: Sei A die Aussage ,3 > 2%, und sei B die Aussage ,,9 ist eine Prim-
zahl®. Die Aussage A ist wahr, die Aussage B ist falsch. Aus der Tabelle lesen
wir ab, dass die Aussage ,,3 > 2 und 9 ist eine Primzahl“ falsch ist.

Die Disjunktion V: Seien A und B Aussagen.

1.2.5 Definition: Die Disjunktion AV B von A und B ist diejenige Aussage,
die genau dann wahr ist, wenn mindestens eine der Aussagen A oder B wahr
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sind.

Die Disjunktion von A und B wird mit AV B bezeichnet und ,,.4 oder B“ ausge-
sprochen. Wie bei der Konjunktion kénnen wir die Definition der Disjunktion
in Abhéngigkeit vom Wahrheitswert von 4 und B tabellarisch zusammenfas-

sen:
A|B|AVB
w | w w
w | f w
flw w
frr r

Beispiel: Sei A die Aussage ,3 > 2%, und sei B die Aussage ,,9 ist eine Prim-
zahl®“. Mit der Tabelle folgt, dass die Aussage ,,3 > 2 oder 9 ist eine Primzahl®
wahr ist.

(d) Die Implikation =: Seien wieder A und B Aussagen.
1.2.6 Definition: Die Implikation A = B von A und B ist diejenige Aus-
sage, die genau dann falsch ist, wenn A wahr und B falsch ist.
Die Implikation von A und B wird mit A = B bezeichnet und ,, A impliziert

B“ oder jaus A folgt B* oder ,wenn A, dann B*“ ausgesprochen.

1.2.7 Definition: Die Aussage A heifit die Pramisse oder die Vorausset-
zung der Implikation A = B, und die Aussage B wird die Konklusion oder
der Schluss der Implikation genannt.

Wieder fassen wir die Definition von A = B tabellarisch zusammen:

A|B| A=B
w | f f
flw w
flf w.

Beispiel: Sei A die Aussage ,,3 > 2%, und sei B die Aussage ,,9 ist eine Prim-
zahl“. Mit der Tabelle folgt, dass die Aussage ,,Wenn 3 > 2 ist, dann ist 9 eine
Primzahl® falsch ist. Das ist beruhigend.

Der mathematische Gebrauch des Junktors = biirstet den umgangssprachli-
chen Gebrauch der Satzkonstruktion ,Wenn A, dann B“ ziemlich gegen den
Strich. In der Umgangssprache miissen die Aussagen A und B miteinander in
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Beziehung stehen. In der Mathematik, formal gesehen, nicht. In der Mathe-
matik geht die Aussage ,Wenn 3 > 2 ist, dann ist 17 ungerade“ als wahre
Aussage durch, denn beide Teilaussagen sind wahr. In der Umgangssprache
wiirde man dieselbe Aussage vermutlich als falsch empfinden. Es wird Sie aber
vielleicht beruhigen, dass auch in der Mathematik Pramisse und Konklusion
einer Implikation immer etwas miteinander zu tun haben werden.

Sie sollten die Tabelle fiir die Implikation folgendermaflen interpretieren: Aus
einer wahren Pramisse kann man niemals etwas Falsches folgern. Ist die Pré-
misse hingegen falsch, so kann alles passieren, die Konklusion kann richtig oder
aber falsch sein.

(e) Die Aquivalenz <: Seien A und B Aussagen.

1.2.8 Definition: Die Aquivalenz A < B von A und B ist diejenige Aus-

sage, die genau dann wahr ist, wenn A und B beide wahr sind oder A und B
beide falsch sind.

Die Aquivalenz von A und B wird mit A < B bezeichnet und ,.A genau dann,
wenn B“ oder , A ist dquivalent zu B“ ausgesprochen. Tabellarisch fassen wir
die Definition folgendermafien zusammen:

A|B|AsB
w | f f
flw f
flf w

Beispiel: Sei A die Aussage ,3 > 2%, und sei B die Aussage ,,9 ist eine Prim-
zahl“. Mit der Tabelle folgt, dass die Aussage ,Genau dann ist 3 > 2, wenn 9
eine Primzahl ist* falsch ist.

Hingegen wiirde die Aussage ,Genau dann ist 3 > 2, wenn 7 eine Primzahl
ist“ wahr sein, denn beide Teilaussagen sind wahr. Das sieht vermutlich jeder
Nicht-Mathematiker, Nicht-Logiker oder Nicht-Philosoph anders.

1.2.9 Definition: Die Tabellen, die wir oben aufgestellt haben, heilen Wahr-
heitstafeln. In ihnen wird aufgelistet, unter welchen Umstdnden eine Aussage
(etwa A A B oder A = B) wahr oder falsch ist.

Mit Hilfe von Wahrheitstafeln konnen wir auch die Wahrheitstafeln fiir komplexere
Aussagen aufstellen, wie folgende Beispiele zeigen. Dazu seien A und B Aussagen.
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1.2.10 Beispiele: (a) Behauptung: Die Wahrheitstafeln von A = B und von

(—B) = (—.A) sind gleich.

Beweis: Wir haben folgende Kombinationsmoglichkeiten der Wahrheitsgehal-
te der Aussagen A und B:

Al B
w | f
flw
flr

Wir tragen die Wahrheitswerte fiir -8 und —.A ein, und dann, mit Hilfe der
Wabhrheitstafel fiir die Implikation, die Wahrheitswerte fiir (-8) = (—.4). Wir
erhalten:

A|B|-B|-A| (-B) = (~A)
w|wl| f f w
w| flw | f f
flw]| f w w
flfl w| w w.

Interpretieren wir die beiden mittleren Spalten als Nebenrechnungen, so er-
halten wir als Wahrheitstafel fir (=8) = (—.4) die Tabelle

Al B (=B) = (-A)

w | w w
w | f f
flw w
flf w.
Diese stimmt mit den Eintrégen in der Tabelle
A|B|A=B
w | w w
w | f f
flw w
s w
fir A = B iiberein. O

Behauptung: Die Wahrheitstafeln von A < B und (A = B) A (B = A) sind
gleich.

Beweis: Analog zu Beispiel (a) bestimmen wir die Wahrheitstafel fir (A =
B)A(B=A).
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A|B|A=B|B=A|| (A= B)A(B= A
w | w w w w
w | f f w f
flw] w f f
flf w w w.
Die Wahrheitstafel fiir (A = B) A (B = A) ist damit
A|B| (A= B)A(B= A
w | w w
w | f S
flw f
i w,

und die Eintrage stimmen mit denen der Wahrheitstafel fiir A < B tberein.[]

Versuchen Sie es doch bitte selbst einmal.

1.2.11 Aufgabe: Beweisen Sie, dass die Wahrheitstafeln von =(AVB) und (-.A)A
(=B) gleich sind.

1.2.12 Aufgabe: Beweisen Sie, dass die Wahrheitstafeln von =(AAB) und (-.A)V
(=B) gleich sind.

1.2.13 Definition: Wenn zwei Aussagen dieselben Wahrheitstafeln haben, so sa-
gen wir, dass die Aussagen logisch Aquivalent sind.

1.2.14 Aufgabe: Geben Sie ein Beispiel fiir zwei Aussagen A und B, so dass
A = B wahr ist und B = A falsch ist.

Die Gleichheit der Wahrheitstafeln, und damit die logische Aquivalenz der Aussa-
gen in den Beispielen oben und den Ubungsaufgaben sind der Grund fiir gewisse
Beweisprinzipien in der Mathematik. Wenn wir eine Behauptung der Form ,,Wenn
A, dann B* beweisen miissen, dann kénnen wir statt dessen die Behauptung ,,Wenn
=B, dann = A“ beweisen. Das ist vielleicht manchmal einfacher.

Analog, wenn wir .4 genau dann, wenn B“ beweisen wollen, so zerlegen wir den
Beweis in zwei Schritte. Wir beweisen zunéchst die Aussage ,Wenn A, dann B*
und dann die Aussage ,Wenn B, dann A"
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1.2.2 Quantoren

In der Mathematik wird nicht nur untersucht, ob eine Eigenschaft auf ein bestimm-
tes Ding zutrifft oder nicht. Oft wird auch gefragt, wieviele (lateinisch: quanti)
Dinge eine gegebene Eigenschaft besitzen. Operatoren, die solche Zusammenhan-
ge beschreiben, werden in der mathematischen Logik Quantoren genannt. Fiir
die am haufigsten vorkommenden Quantoren gibt es wiederum Abkiirzungen.

1.2.15 Definition: Existenzquantor 3: Das Symbol 3 wird verbal durch ,Es
gibt ein® ausgedriickt.

1.2.16 Merkregel: In der Mathematik wird ,,Es gibt ein® im Sinne von , Es gibt
mindestens ein.“ verwendet.

Die Aussage ,Es gibt eine gerade Zahl“ ist also eine wahre Aussage. Da es unend-
lich viele gerade Zahlen gibt, gibt es insbesondere eine gerade Zahl.

Eine Aussage
,Es gibt ein x mit A
wird mit Hilfe von Quantoren durch
dr: A

ausgedriickt. Im Zusammenhang mit dem Existenzquantor 4 wird der Doppelpunkt
zu ,mit"

1.2.17 Definition: Allquantor V: Das Symbol V wird verbal durch ,Fiir alle®
ausgedriickt.

Eine Aussage
SFur alle z gilt A“

wird mit Hilfe von Quantoren durch
Vo : A

ausgedriickt. Sie sehen, dass der Doppelpunkt im Zusammenhang mit dem All-
quantor V als das Verb , gilt“ gelesen wird.

Fir die folgenden Aufgaben miissen wir noch etwas Notation festlegen: Mit N
bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3, ...}, und das Symbol €
bedeutet, dass das Objekt links von € Element der Menge ist, die rechts von &
steht.
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1.2.18 Aufgabe: Driicken Sie die folgenden Aussagen verbal aus.
I. IneN: (YmeN:n<m)
2. dn € N:n teilt 17

1.2.19 Aufgabe: Driicken Sie die folgenden Aussagen mit Hilfe von Quantoren
aus.

1. Es gibt eine Primzahl p, die durch 3 teilbar ist.

2. Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt n > 1.
Quantoren lassen sich beliebig verschachteln, nur sollte man dann die Aussagen
klammern, um nicht den Uberblick zu verlieren.

Beispiel: Der Ausdruck Ve > 0: (In. € N: (Vn > n. : |a, — a| < €)) bedeutet
LFir alle € > 0 gilt: Es gibt ein n. € N mit der Eigenschaft, dass fiir alle n > n,
gilt, dass |a,, —a| < € ist“. Oder, weniger holprig ausgedriickt: ,Fiir alle € > 0 gibt
es ein n. € N, so dass |a, — a| < ¢ fir alle n > n. gilt

1.2.20 Aufgabe: Driicken Sie die folgenden Aussagen mit Hilfe von Quantoren
aus.

1. Fir alle y € Y gibt es ein x € X mit f(z) =y.
2. Es gibt ein a € R mit ax = «x fiir alle x € R.
Der Gebrauch von Quantoren ist Geschmacksache. Es ist ziemlich mithsam, einen

Satz wie etwa
VneN:(3meN:m>n)

zu lesen, insbesondere, wenn derselbe Sachverhalt durch
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gibt es ein m € N mit m > n.

ausgedriickt werden kann.

1.2.3 Negation von All- und Existenzaussagen

Die Negation der Aussage
,Es gibt ein z mit A“ also, in Quantorensprache, Jx : A

ist die Aussage
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LFur alle x gilt die Aussage =A%, also Va : —A.

1.2.21 Merkregel: Bei der Negation einer Existenzaussage Jx : A wird der Exis-
tenzquantor in einen Allquantor umgewandelt, und die Aussage A wird negiert.

1.2.22 Aufgabe: Wahr oder falsch? Die Negation der Aussage

1. ,Es gibt eine Primzahl p mit p gerade und p > 3“ ist ,Fir alle Primzahlen
p gilt p ist ungerade oder p < 3.

2. ,Es gibt eine reelle Zahl x mit 22 +1 < 0“ ist , Fiir alle reellen Zahlen z gilt
22 +1> 0%

3. ,Es gibt eine ganze Zahl a € Z mit a > 3 und a < 4% ist ,Fir alle ganzen
Zahlen a € Z gilt a < 3 oder a > 4.
Die Negation des Satzes
LFur alle z gilt A“ also Va : A
ist die Aussage
,Es gibt ein x mit =A%, also dx : —A.

1.2.23 Merkregel: Bei der Negation einer Allaussage Vr : A wird der Allquantor
in einen Existenzquantor umgewandelt, und die Aussage A wird negiert.

1.2.24 Aufgabe: Wahr oder falsch? Die Negation der Aussage

1. ,Fir alle n > 3 hat die Gleichung =™ + y™ = 2" eine Losung” ist ,Es gibt
ein n > 3, so dass die Gleichung 2™ + y" = 2" keine Losung hat.”

2. Fir alle z € X gilt x ist gerade oder eine Primzahl® ist ,,Es gibt ein z € X,
das ungerade oder keine Primzahl ist .

3. ,Fir alle n > 5 ist a, < 0“ ist ,,Es gibt ein n > 5, so dass a,, > 0 ist.”.

4.  Fir alle a mit ¢ > 5 und a < 7 gilt 2a > 10 und 2a < 14° ist ,,Es gibt ein
amit a > 5 und a < 7 mit 2a < 10 oder 2a > 14*

Mit Hilfe von Quantoren und der Merkregeln lassen sich auch komplexere Aussagen
einfach negieren. Betrachten wir das Beispiel der Aussage ,Fiir alle € > 0 gibt es
ein n. € N, so dass |a, — a|] < ¢ ist, fiir alle n > n.“ aus dem letzten Abschnitt.
In Quantorenschreibweise lautet diese Aussage

Ve >0:(In. e N: (Vn>n.:|a, —a| <e)).
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Was ist die Negation dieser Aussage? Die Aussage ist von der Form
Ve > 0: A, wobei A die Aussage (In. € N: (Vn > n. : |a, — a] < ¢)) ist.
Merkregel 1.2.23 sagt, was zu tun ist, die Negation von Ve > 0 : A ist
Je>0:-A4
Die Aussage A ist von der Form
dn. € N: B, wobei B die Aussage ¥n > n. : |a, — a| < ¢ ist.
Mit Merkregel 1.2.21 ist =.A damit von der Form
Vn., € N: =B.
Die Aussage B ist von der Form
Vn >n. :|a, —al < e,
mit Merkregel 1.2.23 ist =B die Aussage
n>n.:la, —al > e.
Nun miissen wir nur noch einsetzen. Die gesuchte Negation ist
de>0:(Yn. € N: (In>n.:|a, —al >¢)).

1.2.25 Aufgabe: Bestimmen Sie die Negationen folgender Aussagen.
1. Es gibt ein n € N, das die Eigenschaft n < m fiir alle m € N hat.
2. Fir alle y € Y gibt es ein x € X mit f(x) = y.

1.2.4 Vollstandige Induktion

Das Prinzip der vollstandigen Induktion, das in diesem Abschnitt erklart wird, ist
ein zentrales Prinzip der Beweisfithrung.

Mit Ny bezeichnen wir die Menge {0, 1,2,... }.
Sei ng € Ny fest gewahlt, und sei A(n) fir alle n € Ny, n > ng eine Aussage.
Angenommen, wir konnen zeigen:

(i) Induktionsanfang: A(ng) ist richtig.
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(ii) Induktionsschritt: Fiir alle n > ng folgt: Ist A(n) richtig, so auch A(n+1).

Das Prinzip der vollstandigen Induktion besagt: Unter diesen Voraussetzun-
gen ist A(n) fiir alle n > ng richtig.

Wenn wir also wissen, dass A(ng) wahr ist, und weiter wissen, dass wir fir alle
n > ng aus der Giiltigkeit von A(n) auf die Giltigkeit von A(n + 1) schlieBen
konnen, dann konnen wir iber die Kette A(ng) = A(no +1) = A(ng +2) = ...
die Aussage fiir jede nattirliche Zahl, die grofler als nyg ist, beweisen.

Oft wird ein Induktionsbeweis in drei Schritte unterteilt.
1. Zunéchst wird der Induktionsanfang formuliert.

2. Dann wird die so genannte Induktionsannahme, das ist die Aussage A(n),
formuliert.

3. Im Induktionsschritt wird gezeigt, dass die Aussage A(n) die Aussage
A(n + 1) impliziert.

Oft wird auf die explizite Formulierung der Induktionsannahme aber auch verzich-
tet.

Beispiele:

" 1
(a) Behauptung: Fiir alle n € N ist » i = n(n;—)
i=0

Beweis:

Induktionsanfang: Sei ng = 0. Fir den Induktionsanfang miissen wir die

0 0(0+1
Giiltigkeit der Aussage Zz = (7+)
i=0
0

zeichens haben wir Zz = 0 und rechts des Gleichheitszeichens ebenso.

beweisen. Links des Gleichheits-

i=0
Es ist also 0 = 0 (offenbar eine wahre Aussage), und damit gilt der In-
duktionsanfang.
" 1
Induktionsannahme Sei n > 0 und Zz = n(n;)

1=0

n+1 1 9
Induktionsschritt: Zu zeigen ist, dass diese Annahme Z 1= (n+ )Z(n +2)

1=0
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impliziert.
n+1 n
i = Y i+(n+1)
i=0 =0

n(n+1
= n(n7+) + (n+ 1) nach Induktionsannahme

n(n+1)+2n+2

2
n?+3n+ 2

(n+ %)(n +2)
5 :

" 1
Wir haben also die Aussage ,Wenn Zz = n(nz—i—)

1=0

erfiillt ist, so folgt

n+1 1 2
Zi = (n + )2(n +2). bewiesen, und das Prinzip der vollstandigen In-
=0

= 1
duktion besagt, dass Y i = n(n +1)

=0

(b) Behauptung: Fiir alle n € Ny ist a,, = 6”2 4+ 7*"*1 durch 43 teilbar.

fir alle n > 0 gilt. OJ

Beweis: Wir beweisen die Behauptung mit Induktion nach n.

Im Induktionsanfang sei ng = 0. Dann ist ay = 62 + 7 = 43, also ist ag durch
43 teilbar, und es gilt der Induktionsanfang.

Fiir den Induktionsschritt sei n > 0. Wir nehmen an, dass a,, durch 43 teilbar
ist, und miissen zeigen, dass a, 1 durch 43 teilbar ist. Es ist

Uni1 = 6(n+1)+2+72(n+1)+1

—  Gn3 4 723
= 6(6™?) + 7*(7* )
= 6(6"2) + (43 + 6)72+!
= 6672 4 T2t 4 43 TR0,
43 teilt 6(6"72 4 72"1) denn 43 teilt 6" + 7! nach Annahme, und 43

teilt 43 - 72"*1. Somit ist a,,; durch 43 teilbar, und mit dem Prinzip der
vollstandigen Induktion folgt die Behauptung. O
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" 1
(c) Behauptung: Fiir alle n € N gilt Y (i 4 1)i = gn(n +1)(n+2).

=1

Beweis: Wir beweisen die Behauptung mit Induktion nach n.

1
1
Im Induktionsanfang sei ng = 1. Esist » (i+1)i = 2-1 =2, und §-1~2-3 = 2.
i=1

1
1
Somit gilt Y (i + 1)i = 3 1(1+1)(1 + 2), der Induktionsanfang.

i=1
Sei nun n > 1. Fir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass

i(i )i = zl))n(n +1)(n+2)

gilt, und wir miissen

n+1 1
}:@+Ui:§m+&xn+mm+3)
i=1
herleiten.
Es gilt
n+1 n
S (i+1)yi = <Z(@' + 1)¢> +(n+2)(n+1)
i=1 i=1
1
= gn(n +1)(n+2)+(n+2)(n+1)
1
= (gn +1)(n+1)(n+2)
1
= §n+amwﬂxn+m
1
= g(n +1)(n+2)(n+ 3).
Mit dem Prinzip der vollstandigen Induktion folgt die Behauptung. 0

1.2.26 Aufgabe: Beweisen Sie folgende Aussage mit vollstandiger Induktion.
“ 1
J— 1 _

_ fiir alle n € N.
<i(i+ 1) gl ranen

7

Mehr Ubungsmaterial zu Beweisen mit vollstindiger Induktion finden Sie im LVU
zu diesem Kurs.
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1.2.5 Beweise

Alle mathematischen Texte, seien es Lehrbiicher, Studienbriefe oder wissenschaft-
liche Forschungsarbeiten, haben im Prinzip denselben Grundaufbau. Sie enthalten
relativ wenig Prosa. Es werden Behauptungen formuliert, und dann folgt ein Be-
weis der Behauptung. Gerade zu Beginn des Studiums stellt sich haufig die Frage,
was eigentlich ein Beweis ist. Und ob sich Beweise standardisieren lassen, ob es
also ein Schema gibt, mit dem sich Beweise einfach abarbeiten lassen. Die schlechte
Nachricht ist: Nein, so ein Schema gibt es nicht, und schon gar nicht lassen sich
komplexe Beweise auf Wahrheitstafeln zurtickfithren.

Grundsatzlich sind fast alle mathematische Satze ,,wenn-dann-Aussagen®. Aus ge-
wissen Aussagen (den Voraussetzungen) wird eine weitere Aussage (die Behaup-
tung) mit den Gesetzen der Logik abgeleitet, und dies geschieht im Beweis. Die
Struktur des Beweises ist natiirlich stark abhéngig von den gegebenen Voraus-
setzungen und der gegebenen Behauptung — hier diirfen wir kein festes Schema
erwarten.

Aussagen zu beweisen lisst sich nur durch Ubung erlernen, und dadurch, dass
andere unsere Bemithungen kritisch hinterfragen und auf Liicken hinweisen. (Hier
singe ich das hohe Lied auf das Losen von Einsendeaufgaben.)

Trotzdem gibt es bei Beweisen einige Tricks, die auf den Prinzipien der Logik, wie
wir sie oben vorgestellt haben, basieren, und die sollen an dieser Stelle verraten
werden.

Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Dieses Prinzip haben wir oben in Abschnitt 1.2.4 vorgestellt. Wenn immer Sie auf
Aussagen der Form ,Beweisen Sie, dass fir alle n € N folgendes gilt ...*“ treffen,
sollten Sie sich dieses Prinzip in Erinnerung rufen. Vielleicht hilft dieser Ansatz
weiter.

Direkte Beweise
Die Struktur eines Satzes (oder einer Ubungsaufgabe) ist immer A = B, wobei A
die Voraussetzungen und B die Behauptung sind.

Auch Aquivalenzaussagen A < B passen in dieses Schema. Bei ihnen handelt es
sich um zwei Aussagen nach unserem Grundschema, ndmlich A = B und B = A.
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(Vergleiche Beispiel 1.2.10 (b).) Vor Beweisen von Aquivalenzaussagen deutet man
durch Pfeile = und <« an, welche Implikation bewiesen wird.

In einem so genannten direkten Beweis der Aussage A = B nimmt man an, die
Aussage A wiirde gelten und schliefit dann, dass auch B gelten muss.

Beweise durch Kontraposition

Wir haben oben in Beispiel 1.2.10 (a) gesehen, dass logisch dquivalent zur Aussage
,2A = B die Aussage ,—B = —A“ ist. Ein Beweis der Aussage A = B durch
Kontraposition lauft nach folgendem Schema ab:

Wir nehmen an, es gelte =58 und folgern, dass —.A gilt.

Indirekte Beweise (auch genannt: Beweise durch Widerspruch)

Manchmal zieht man einen Beweis der Aussage A = B auch folgendermaflen auf:

Es gelte A. Angenommen, B wére falsch. Dann schliefit man auf einen Widerspruch
(zur Voraussetzung, oder zu einer vorher bewiesenen Tatsache, oder zur Definition,
...). Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme , BB ist falsch® selbst falsch war,
und es folgt, dass B richtig sein muss.

Ein Widerspruchsbeweis beruht auf der Tatsache, die wir in Abschnitt 1.2 gesehen
haben, dass aus einer wahren Aussage mit den Gesetzen der Logik nicht etwas
Falsches geschlossen werden kann. Wenn aus ,,BB ist falsch® mit den Gesetzen der
Logik auf offensichtlichen Unsinn geschlossen werden kann, dann muss die Aussage
»B ist falsch“ verworfen werden.

Ringschliisse

Oft miissen Aussagen der Form
,wenn A gilt, dann sind die Aussagen (i), (ii) und (iii) dquivalent”
bewiesen werden.

Wir konnten natiirlich A4 voraussetzen und dann die Aussagen (i) = (ii), (ii) =
(i), (ii) = (iii), (i) = (ii), (iii) = (i) und (i) = (iii) beweisen.

Aber es geht viel schneller. Wenn Sie (i) = (ii), (ii) = (iii) und (iii) = (i) bewiesen
haben, dann sind Sie schon fertig. Sie kommen von jeder Aussage zu jeder anderen,
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indem Sie den Implikationspfeilen folgen. Der Beweis der Aussage (ii) = (i) erfolgt
beispielsweise, indem Sie (ii) = (iii) = (i) folgen.

1.2.6 Satz, Proposition, Korollar, ... ?

In diesem Kurs werden Sie mathematische Aussagen sehen, die als Satz, Pro-
position oder Korollar, Lemma oder Bemerkung bezeichnet werden. Was ist
was?

Der Begriff Satz ist am schwierigsten einzugrenzen. Es gibt Autoren, die jede zu
beweisende Aussage einen Satz nennen. Das wird in diesem Kurs nicht der Fall sein.
Hier wird als Satz nur ein tiefes, wichtiges Resultat bezeichnet. Man findet auch
die Bezeichnung Theorem fiir ein besonders wichtiges Ergebnis. Dieser Terminus
wird allerdings immer seltener verwendet, denn im Englischen, der wichtigsten
Sprache fiir die Mathematik, entspricht das englische Wort Theorem gerade dem
deutschen Wort Satz. In diesem Kurs werden Sie haufig den Begriff Proposition
finden. Das ist die lateinische Ubersetzung des Wortes Satz. Ich verwende es fiir
Ergebnisse, die wichtig, allerdings nicht so wichtig wie ein Satz sind.

Lemma stammt aus dem Griechischen und bedeutet so viel wie ,,Hauptgedanke®.
Bei einem Lemma handelt es sich also um einen ganz besonders wichtigen Schliis-
selgedanken, der in vielen Situationen hilfreich ist. Heute wird Lemma aber auch
im Sinne von ,Hilfssatz* gebraucht. Also eine technische Aussage, die vielleicht
sogar einen komplizierten Beweis hat, die aber den Beweis des folgenden Satzes
dann sehr elegant macht. Der Plural von Lemma ist Lemmata.

Ein Korollar (Betonung auf der letzten Silbe) ist eine Folgerung aus einem Satz
oder einer Proposition beziehungsweise aus deren Beweis. Bei einem Korollar muss
man immer angeben kénnen, woraus es eine Folgerung ist. Als sehr schlechter ma-
thematischer Stil gilt es, ein Korollar aus einer Definition oder einem Lemma zu
ziehen. Natiirlich sollte man sich bei einer Definition zunachst einmal Gedanken
machen, was es mit diesem Begriff iiberhaupt auf sich hat und erste Schlussfolge-
rungen schlieen. Aber das sollte man dann nicht als Korollar, sondern in einer
Bemerkung oder einer Beobachtung machen.

1.3 Mengen

Die Verstandigung in der modernen Mathematik stiitzt sich auf den Begriff der
Menge. Dabei wollen wir uns eine Menge als ,,Zusammenfassung“ von Objekten
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vorstellen, wobei immer klar sein soll, ob ein Objekt zu dieser Menge gehort oder
nicht. Die Objekte in einer Menge M nennen wir Elemente von M.

Wir schreiben € fiir ,ist Element von“, also m € M fiir ,m ist Element der Menge
M*, und ¢ fur ,ist nicht Element von“, also m ¢ M fur ,m ist nicht Element der
Menge M*.

1.3.1 Definitionen: (i) Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M, wenn
jedes Element aus N auch zu M gehort, wenn also Vo : (x € N =z € M).
Um eine Teilmengenbeziehung auszudriicken benutzen wir das Symbol C.

(ii) Zwei Mengen M und N sind gleich, falls M C N und N C M, wenn also
M und N die gleichen Elemente enthalten.

(iii) Die leere Menge ist diejenige Menge, die kein einziges Element besitzt. Sie
wird mit () bezeichnet.

Mengen werden oft in der Form M = {z | pipapo} angegeben. Dies steht fir die
Aussage ,,M ist die Menge aller z, die die Eigenschaft pipapo haben.*

Bei der Definition neuer Mengen verwendet man oft nicht das Gleichheitszeichen,
sondern das Symbol :=. Der Doppelpunkt steht auf der Seite des Gleichheitszei-
chens, auf der die neu definierte Menge steht.

1.3.2 Beispiel: Die Schreibweise M := {2 | i ist eine gerade Zahl} bedeutet: M
wird definiert als die Menge {...,276,274 272 20 22 24 96 1.

1.3.3 Definitionen: Seien M und N Mengen.

(i) Die Vereinigung von M und N wird mit U bezeichnet und ist definiert als

MUN :={z|x€ M oder x € N}, (gesprochen: M vereinigt N).

(ii) Der Durchschnitt von M und N wird mit N bezeichnet und ist definiert als

MNON:={z|x€ Mund z € N}, (gesprochen: M geschnitten V).

(iii) Die Differenzmenge von M und N wird mit \ bezeichnet und ist definiert
als

M\N :={x|x€ Mund x ¢ N}, (gesprochen: M ohne N).

(iv) Zwei Mengen M und N heiflen disjunkt, falls M N N = () gilt.
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1.3.4 Beispiele: (a) Seien M := {1,2,3,4,5,6} und N := {4,5,6,7,8}. Dann
gilt:
MUN = {1,2,3,4,5,6,7,8)
MAN = {4,5,6)
M\ N = {1,2,3}.

(b) Sei Z die Menge der ganzen Zahlen, also Z ={...,—2,—1,0,1,2,...}. Dann
gilt:

NUZ = Z

NNZ = N

N\Z = 0

Z\N {

1.3.5 Definition: Besitzt eine Menge M nur endlich viele Elemente, so sagen wir,
dass M eine endliche Menge ist. Anderenfalls nennen wir M eine unendliche
Menge.

1.3.6 Aufgabe: Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre
Antwort.

1. Wenn M \ N = 0 fir zwei Mengen M und N gilt, so folgt M = N.
2. Wenn M U N endlich ist, dann sind M und N endlich.
3. Wenn M N N endlich ist, dann sind M und N endlich.

Sei M eine Menge. Wir schreiben

M| = n, falls M genau n Elemente besitzt, n € Ny
| oo, falls M eine unendliche Menge ist

Die auf der Seite liegende Acht, also oo, ist das mathematische Zeichen fiir ,,un-
endlich®, und es wird auch als ,,unendlich® ausgesprochen.

1.3.7 Definition: Sei M eine Menge. Wir nennen |M| die Maéchtigkeit oder
die Kardinalitat von M.

1.3.8 Aufgabe: Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre
Antwort.
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1. Wenn |[MUN| = |M|+|N] fiir endliche Mengen M und N, so folgt MNN = {).

2. Fir endliche Mengen M und N gilt: Wenn M NN = (), so folgt |[M U N| =
| M+ [N].

1.3.9 Definitionen: Sind M und N nicht leere Mengen, so definieren wir die
Produktmenge M x N von M und N durch

M x N :={(m,n) | m € Mundn € N}.

Dabei nennen wir (m, n) ein geordnetes Paar, und man definiert die Gleichheit
von geordneten Paaren durch: (m,n) = (m/,n’) genau dann, wenn m = m’ und
n =n' ist.

Sie haben alle schon mit Produktmengen gerechnet, und zwar im Mittelstufenun-
terricht. Damals haben Sie ein Koordinatensystem gezeichnet, an die horizontale
Achse x und an die vertikale Achse y geschrieben.

Zur Erinnerung:

Dfemmenmmeenaes : (ab)

v
x

Die x-Achse symbolisierte die reellen Zahlen, die mit R bezeichnet werden, und die
y-Achse ebenfalls. Ein Punkt in der Ebene wurde durch seine Koordinaten (a, b),
dabei a auf der z- und b auf der y-Achse, angegeben. Genau genommen haben Sie
im Mittelstufenunterricht mit der Produktmenge R x R gearbeitet. Dieses Beispiel
sollte klar machen, warum man bei Produktmengen von geordneten Paaren spricht:
Es ist wichtig, ob ein Element an der ersten oder der zweiten Stelle vorkommt. Der
Punkt (1,0) ist ein anderer als der Punkt (0,1).

Sind die Mengen M und N Intervalle in R, so lasst sich die Produktmenge M x N
in einem Koordinatensystem wieder sehr gut veranschaulichen. Seien etwa

M={zxeR|a<z<blund N:={zreR|c<zx<d}

mit a,b,c,d € R, a < b und ¢ < d. Die Produktmenge M x N besteht dann aus
den Punkten in dem Késtchen:
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Bei der allgemeinen Definition von Produktmengen lasst man beliebige Mengen
zu, die keine Teilmengen der reellen Zahlen sein miissen. Dann sind die Bilder, wie
wir sie oben gezeichnet haben, nicht mehr sehr hilfreich.

1.3.10 Aufgabe: Ist folgende Aussage wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Ant-
wort.

Sind M und N endliche, nicht leere Mengen, so ist |[M x N| = |M] - |N|.

1.4 Abbildungen

1.4.1 Was ist eigentlich eine Abbildung?

Die meisten von Thnen werden von dem Begriff einer Abbildung zwischen Mengen
bereits gehort haben. In der Schule haben Sie vermutlich etwa Folgendes gelernt:

,Eine Abbildung f: M — N (wobei M und N Mengen sind) ist eine Vorschrift,
die jedem m € M genau ein n € N zuordnet.”

Diese Formulierung ist ziemlich unprézise, denn was genau ist eine Vorschrift? Mit
Hilfe von Mengen kénnen wir die schwammige Definition klar formulieren. Tasten
wir uns langsam ran: Bei einer Abbildung f von einer Menge M in eine Menge
N miissen wir beide Mengen M und N im Auge behalten. Die Elemente m € M
haben Partner (namlich f(m)) in N. Fassen wir die Partner zu geordneten Paaren
(m, f(m)) zusammen, so erhalten wir eine Teilmenge der Produktmenge M x N.
Wir kénnen uns eine Abbildung also vorstellen als eine Teilmenge von M x N.
Eine beliebige Teilmenge? Nein, denn wir haben ja noch zusétzliche Bedingungen.
Zum einen, jedes Element m € M hat einen Partner n € N. Unsere Teilmenge
muss also so geschaffen sein, dass jedes m in M als erster Eintrag in einem der
geordneten Paare vorkommt. Wenn wir ein Element m € M festhalten, konnen
dann (m,n) und (m,n’) beide in unserer Teilmenge liegen, falls n und n’ verschie-
den sind? Die Antwort ist ,,nein“, denn das wiirde ja bedeuten, dass unser festes
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m zwei verschiedene Partner in N héatte. Und wir wollten ja gerade haben, dass
jedes Element m € M genau einen Partner in N hat. Jetzt haben wir aber alle
Bedingungen zusammen, die unsere Teilmenge haben muss, und wir definieren:

1.4.1 Definition: Seien M und N Mengen. Eine Abbildung von M nach N ist
eine Teilmenge f C M x N, so dass folgende Eigenschaften gelten:

(i) Fir alle m € M gibt es ein n € N, so dass (m,n) € f.

(i) Wenn (m,n) € f und (m,n’) € f, so folgt n =n'.

1.4.2 Aufgabe: Welche der folgenden Teilmengen von R x R definieren Abbil-
dungen von R nach R?

(a) f:={(52) |z eR}
(b) f:={(x,5) | v e R}

Nachdem wir die beiden Eigenschaften, die eine Abbildung definieren, nun prézise
ausgedriickt haben, ist das weitere Vorgehen nur noch eine Frage der Schreibweise,
also der Notation.

1.4.3 Notation: Sei f C M x N eine Abbildung. Dann schreiben wir dafiir
f: M — N (gesprochen: f ist eine Abbildung von M nach N), und wir bezeichnen
das zu m € M eindeutig bestimmte n € N, fir das (m,n) € f gilt, mit n = f(m).
Ist m € M, so schreiben wir auch m — f(m) (gesprochen: m wird auf f(m)
abgebildet).

1.4.4 Beispiel: Die Teilmenge f = {(z,2?) | * € R} C R x R ist eine Abbildung
im Sinne der Definition 1.4.1. Mit der gerade eingefithrten Notation wird diese
Abbildung zu dem, was Sie von der Schule her kennen, nédmlich f : R — R,
definiert durch f(x) = 2? fiir alle z € R.

1.4.5 Definition: Zwei Abbildungen f : M — N und g : M’ — N’ heiflen gleich,
falls M = M" und N = N' und f(m) = g(m) fir alle m € M gilt.

Der Begriff der Abbildung ist in der Mathematik nicht vom Himmel gefallen. Es
dauerte lange, bis aus den vielfaltigen Entwicklungen in den verschiedensten Gebie-
ten der Mathematik der ganz allgemeine und universell anwendbare Abbildungs-
begriff entstand, wie er oben in 1.4.1 definiert wurde. Hier gleich eine Antwort auf
die Frage, was der Unterschied zwischen einer Abbildung und einer Funktion ist.
Es gibt keinen. Nur, dass man in der Analysis in der Regel den Begriff | Funktion*
benutzt und in der Algebra eher von Abbildungen spricht.
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1.4.2 Bild und Urbilder

Wir kommen zu zwei wichtigen Begriffen im Zusammenhang mit Abbildungen.

1.4.6 Definitionen: Sei f : M — N eine Abbildung, und sei m € M. Man
nennt f(m) das Bild von m unter f. Die Teilmenge {n € N | es gibt ein m €
M mit f(m) = n} von N heifit das Bild von f und wird mit Bild(f) oder f(M)
bezeichnet. Ist n € Bild(f), so wird ein m € M mit f(m) = n ein Urbild von n
unter f genannt.

1.4.7 Aufgabe: Sei f : R — R definiert durch f(z) = 22 fiir alle € R. Skizzieren
Sie den Funktionsgraphen von f. Welche reellen Zahlen liegen im Bild von f7 Wie
viele Urbilder haben diejenigen Elemente, die in Bild(f) liegen?

Wenn Sie mehr Beispiele sehen wollen, haben wir Thnen in der Virtuellen Uni-
versitit einige Applets zur Verfiigung gestellt. Im folgenden Applet konnen Sie
verschiedene Abbildungen auswéhlen. Wenn Sie auf die x-Achse klicken, wird das
Bild des Elements angezeigt. Hier sehen Sie nur einen Screenshot. Wenn Sie diesen
anklicken oder den Links in der Virtuellen Universitat folgen, werden Sie zu dem
Applet weitergeleitet.

2+
- [_2)2] = [0}4-]
z bl
e e 7221 & [-22]
x P frt-x
& [_2r2] i [_2r2]
z sin(zw)
} } 1 } } o~ [_2)2] =3 [_2)2]
2 -1 1 = T 2 cos(xm)
‘o [_2v2] - [_2)2]
z —1g8
T ~ =22 - 0,4
2
z =
24

Bild eines Elements unter einer Abbildung

Mit dem folgenden Applet konnen Sie sich die Bilder verschiedener Abbildun-
gen ansehen. Sie miissen auf den Button ,Bild“ klicken. Wieder kénnen Sie den
Screenshot anklicken und sich weiterleiten lassen oder den Links in der Virtuellen
Universitat folgen.


http://algebramcs.fernuni-hagen.de/mathkit-hagen/src/DemoKurseBausteine/einzelneBausteine/Visualisierung/VisualisierungAbb/Bild/BildElement/index.html
http://algebramcs.fernuni-hagen.de/mathkit-hagen/src/DemoKurseBausteine/einzelneBausteine/Visualisierung/VisualisierungAbb/Bild/BildElement/index.html
http://algebramcs.fernuni-hagen.de/mathkit-hagen/src/DemoKurseBausteine/einzelneBausteine/Visualisierung/VisualisierungAbb/Bild/BildAbb/index.html
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Bild einer Abbildung

~
~ —+
|_}
& -3
z ~ cos(zw)
[_ 29 2] —+ [_ 25 2]
O o |
b
o -2,2] - [-2,2]
T - -
r [_27 2] = [_27 2]
z = -z 42
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Das folgende Applet soll Thnen ein Gefiihl dafiir vermitteln, was Urbilder von
Elementen unter einer Abbildung sind. Wenn Sie einen Punkt auf der y-Achse
anklicken, werden die Urbilder dieses Punktes konstruiert.

P

Urbilder eines Elements unter einer Abbildung

[_ 2: 2] =¥ [0? 4]
z A
[_ 2! 2] = [_ 2! 2}
3
z te
3 [_2) 2] - [_2) 2]
x = cos(zw)
[_29 2] - [_ 29 2}
x = 2sin(2ew)
[_ 2? 2] =F [_ 2: 2]
z = =12

Das Beispiel in Aufgabe 1.4.7 ist im gewissen Sinne typisch fir die Phanomene,
die bei Bildern und Urbildern auftreten konnen. Fassen wir diese kurz zusammen:

1.4.8 Beobachtung: Sei f : M — N eine Abbildung.

(a) Jedes Element m € M besitzt genau ein Bild unter f. Dies ist gerade die


http://algebramcs.fernuni-hagen.de/mathkit-hagen/src/DemoKurseBausteine/einzelneBausteine/Visualisierung/VisualisierungAbb/Bild/BildAbb/index.html
http://algebramcs.fernuni-hagen.de/mathkit-hagen/src/DemoKurseBausteine/einzelneBausteine/Visualisierung/VisualisierungAbb/Urbilder/Urbilder/index.html
http://algebramcs.fernuni-hagen.de/mathkit-hagen/src/DemoKurseBausteine/einzelneBausteine/Visualisierung/VisualisierungAbb/Urbilder/Urbilder/index.html
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Forderung, dass f eine Abbildung ist.

(b) Nicht jedes Element n € N muss im Bild von f liegen. In dem Beispiel in
Aufgabe 1.4.7 liegen beispielsweise die negativen reellen Zahlen nicht im Bild
von f.

(¢) Wenn n im Bild von f liegt, dann kann es zu n durchaus mehrere Urbilder
geben. Beispielsweise liegt 4 im Bild der Abbildung in Aufgabe 1.4.7, und es
sind 2 und —2 Urbilder von 4 unter f.

Die Falle, in denen Abbildungen f : M — N die Eigenschaften haben, dass jedes
Element in NV im Bild von f oder jedes Element in Bild(f) genau ein Urbild besitzt,
sind so wichtig (schon), dass sie eine eigene Definition wert sind.

1.4.9 Definition: Sei f: M — N eine Abbildung.
(i) f heiBt surjektiv, wenn jedes Element n € N im Bild von f liegt.
(ii) f heift injektiv, wenn jedes Element im Bild von f genau ein Urbild besitzt.

(iii) f heifit bijektiv, wenn f sowohl surjektiv als auch injektiv ist.

Mit dem folgenden Applet kénnen Sie sich mit der Definition vertraut machen.

e

' [_21 2] = [07 4]
z = ¥
" [_ 2= 2] - [_12) 2]
14 L [ Eza

[_29 2] -+ [_ 2, 2]
x —  cos(zw)

[_29 2] -+ [_2! 2]
z ~  2sin(2z7)

fa —
=
[

[_2?2] = [_27 2]
R

A [-2,2] = [0,4]
x = z?

[_29 2] = [0: 4]
x = g

[_29 2] o 2 [_21 2]
x

1
1
+
(-]

Die Anzahl der Urbildervon 1.74 ist0.
Somit ist die Abbildung nicht surjektiv.

Unter den Beispielen finden Sie Abbildungen, die injektiv, surjektiv, aber auch
nichts von alledem sind. Klicken Sie wie beim letzten Applet auf die y-Achse.


http://algebramcs.fernuni-hagen.de/mathkit-hagen/src/DemoKurseBausteine/einzelneBausteine/Visualisierung/VisualisierungAbb/Urbilder/AnzahlUrbilder/index.html
http://algebramcs.fernuni-hagen.de/mathkit-hagen/src/DemoKurseBausteine/einzelneBausteine/Visualisierung/VisualisierungAbb/Urbilder/AnzahlUrbilder/index.html
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Um die Surjektivitit einer Abbildung f : M — N zu beweisen, muss man mit
einem beliebigen Element n € N beginnen und ein Element m € M explizit
angeben, fiir das f(m) = n gilt. Wenn man beweisen will, dass f nicht surjektiv
ist, reicht es aus, ein einziges Element n € N anzugeben, das nicht im Bild von f
liegt.

1.4.10 Beispiele: (a) Sei f: R xR — R definiert durch f((z,y)) = z+y fur alle
(z,y) € RxR. Dann ist f surjektiv, denn wenn z € R, dann gilt (0, z) € RxR,
und es ist f((0,2)) =0+ z = z. Jedes z € R besitzt also ein Urbild unter f.

(b) Sei g : N — Z definiert durch g(n) = —n fir alle n € N. Dann ist ¢ nicht
surjektiv, denn das Element 0 € Z besitzt kein Urbild.

Um die Injektivitdt einer Abbildung zu beweisen, geht man folgendermafien vor:
Wir geben uns ein beliebiges Element n € Bild(f) vor und nehmen an, dieses
Element hétte die Urbilder m und m/, also f(m) = f(m'). Dann leiten wir aus
dieser Gleichung her, dass m = m’ sein muss, dass n also nur ein einziges Urbild
hat. Um zu beweisen, dass f nicht injektiv ist, reicht es aus, zwei verschiedene
Elemente m und m’ in M anzugeben, fiir die f(m) = f(m/) ist.

1.4.11 Beispiele: (a) Sei f : R x R — R definiert durch f((z,
alle (z,y) € R x R. Dann ist f nicht injektiv, denn es sind
verschiedene Elemente in R x R, fir die f((0,3)) = f((1,2))

y)) = x +y fir
(O 3) und( 2)

(b) Sei g : N — Z definiert durch g(n) = —n fir alle n € N. Dann ist g injektiv,
denn wenn z = g(m) = g(m’) fur Elemente m, m’ € N gilt, so folgt —m = —m/,

also m = m/.

1.4.12 Aufgabe: Sei f : Z — Z x Z definiert durch f(z) = (z,z 4+ 1) fur alle
z € 7Z. Untersuchen Sie, ob f injektiv oder surjektiv oder bijektiv ist.

Es gibt eine besonders langweilige Abbildung, die allerdings so wichtig ist, dass sie
eine eigene Bezeichnung erhélt:

1.4.13 Definition: Sei M eine Menge. Die Abbildung von M nach M, die jedes
Element m € M auf m abbildet, wird die identische Abbildung auf M genannt
und mit id,; bezeichnet.

Es ist also idy, : M — M definiert durch idy;(m) = m fir alle m € M. Diese
Abbildung ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.
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1.4.3 Komposition von Abbildungen

1.4.14 Definition: Seien L, M und N Mengen, und seien f : L — M und
g: M — N Abbildungen. Dann wird go f: L — N definiert durch (g o f)(l) =
g(f(l)) fir alle [ € L. Sie wird die Hintereinanderausfithrung oder die Kom-
position von f und g genannt.

Warnung: Anders als Sie es vielleicht von der Schule gewohnt sind, gilt: Um go f
bilden zu kénnen, muss der Wertebereich von f gleich dem Definitionsbereich von
g sein.

Das Symbol o wird ,,Kringel “ oder ,komponiert mit“ ausgesprochen.

1.4.15 Beispiel: Zu einer reellen Zahl x € R bezeichnen wir mit |z| die Zahl z,
falls z > 0 ist, und |z| = —z, falls < 0 ist. Seien nun

f:Z — Ny mit f(z) = |z| fur alle z € Z
und
g:Ng — Z mit g(z) =z — 3 fur alle x € Ny.

Dann ist go f eine Abbildung von Z nach Z, und sie ist definiert durch (go f)(z) =
g(f(x)) = g(|x]) = |z| — 3 fir alle z € Z. Weiter ist f o g eine Abbildung von N
nach Ny, definiert durch (f o g)(x) = f(g(z)) = f(z — 3) = |z — 3| fiir alle z € N,.
Fir x = 1 gilt etwa (go f)(1) = =2 und (f o g)(1) = 2.

Achtung: Die Abbildung g o f wird ,,von rechts nach links* ausgefiihrt. Daran
gewohnt man sich aber schnell.

1.4.16 Proposition: Seien L, M und N Mengen, und seien f : L — M und
g : M — N Abbildungen.

(a) Wenn f und g surjektiv sind, dann ist g o f surjektiv.
(b) Wenn f und g injektiv sind, dann ist g o f injektiv.
(¢) Wenn f und g bijektiv sind, dann ist g o f bijektiv.

Bewelis:

(a) Seien f und g surjektiv. Wir zeigen, dass g o f surjektiv ist. Dazu sei n € N.
Da g surjektiv ist, gibt es ein m € M mit g(m) = n. Da f surjektiv ist, gibt
esein ! € L mit f(I) =m. Dann gilt (go f)(1) = g(f(1)) = g(m) = n. Da jedes
n € N ein Urbild unter g o f besitzt, ist g o f surjektiv.
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(b) Seien f und g injektiv. Wir zeigen jetzt, dass g o f injektiv ist. Dazu seien

[,I' € Lmit (gof)(l) = (gof)(l'). Esfolgt g(f(1)) = g(f(I')). Da g injektiv ist,
gilt f(1) = f(I'), und da f injektiv ist, gilt [ = I’. Jedes Element in Bild(g o f)
besitzt also genau ein Urbild. Somit ist g o f injektiv.

(c) Seien f und g bijektiv. Da g o f injektiv und surjektiv ist, ist g o f bijektiv.
O

Betrachten wir jetzt ein einfaches aber wichtiges Beispiel fiir die Komposition von
Abbildungen:

1.4.17 Beispiel: Sei f: L — M eine Abbildung. Dann gilt
(idpr o f)(1) = idp (f(1) = f(I) fur alle [ € L,

und
(foidp)(l) = f(l) fur alle | € L,

und wir sehen, dass idy; o f = f und f oidy = f sind.

1.4.18 Definition: Sei f: M — N eine Abbildung. f heifit invertierbar, wenn
es eine Abbildung f=!' : N — M gibt, so dass f~'o f =idy und fo f~! = idy

ist. Wir nennen f~! invers zu f.

Dies bedeutet, dass (f~*o f)(m) = m fiir alle m € M und (f o f~!)(n) = n fir
alle n € IV ist.

1.4.19 Aufgabe: Geben Sie ein Beispiel fiir Mengen M und N und Abbildungen
f:M— Nund g: N — M, so dass go f =idy; und f o g # idy ist.

Wir werden jetzt untersuchen, welche Abbildungen invertierbar sind. Ein erstes
Indiz gibt die folgende Proposition.

1.4.20 Proposition: Bijektive Abbildungen sind invertierbar.

Beweis: Sei f : M — N eine bijektive Abbildung. Jedes Element n € N ist
von der Form f(m) fir ein m € M, denn f ist surjektiv. Da f auch injektiv ist,
gibt es zu gegebenem n € N genau ein Element m € M mit f(m) = n. Fir alle
n € N definieren wir f~!(n) als das Element m € M mit f(m) = n. Dann ist
' N — M mit n— f~*(n) fiir alle n € N eine Abbildung. Sei m € M. Dann
gilt (f~o f)(m) = f~1(f(m)) = m, also f~' o f = idy;. Sei n € N. Dann gilt
(fofH(n) = f(f1(n)) =n, also fo f~! =idy. Es folgt, dass f invertierbar ist.

O
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Es gilt auch:

1.4.21 Proposition: Invertierbare Abbildungen sind bijektiv.

Beweis: Sei f : M — N eine invertierbare Abbildung. Nach Definition gibt es
eine Abbildung f~': N — M mit f~!'o f =idy; und fo f~' = idy. Wir miissen
zeigen, dass f injektiv und surjektiv ist.

Seien m,m’ € M mit f(m) = f(m/). Wir wenden f~! auf diese Gleichung an und

erhalten f~1(f(m)) = f~1(f(m’)). Nun ist aber f~1(f(m)) gerade (f~!o f)(m),
also gleich m. Analog ist f~1(f(m/)) = (f~'o f)(m') = m’. Also folgt aus f(m) =
f(m/) die Gleichung f~!(f(m)) = f~'(f(m’)), und damit m = m’. Somit ist f
injektiv.

Sein € N. Sei m = f~!(n). Dann gilt f(m) = f(f~'(n)) = (fo f1)(n) =n, und

das war der Beweis der Surjektivitat von f.

Da f injektiv und surjektiv ist, folgt, dass f bijektiv ist. a

Kombinieren wir die Propositionen 1.4.20 und 1.4.21, so erhalten wir eine Charak-
terisierung invertierbarer Abbildungen:

1.4.22 Korollar: (Charakterisierung invertierbarer Abbildungen)

Sei f: M — N eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(a) f ist bijektiv.

(b) f ist invertierbar. O

Dieses Korollar ermoglicht uns, zu entscheiden, ob eine Abbildung f invertierbar
ist. Wir miissen untersuchen, ob f injektiv und surjektiv, also bijektiv ist. Wie das
gemacht wird, haben Sie im letzten Abschnitt gesehen.

Die folgende Proposition ist ausgesprochen niitzlich. Sie besagt, dass wir, wenn
wir mehrere Abbildungen komponieren, Klammern setzen diirfen, wie es uns am
guinstigsten erscheint. Eine solche Eigenschaft nennt man ,,Assoziativitdat®. Mehr
dazu gibt es im folgenden Abschnitt.

1.4.23 Proposition: (Assoziativgesetz der Komposition)

Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, das heifit, fiir alle Mengen L,
M, N, X und alle Abbildungen f : L — M, g: M — N und h : N — X gilt

(hog)of=hol(gof).
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Beweis: Da f : L — M und g : M — N Abbildungen sind, ist go f definiert, und
g o f ist eine Abbildung von L nach N. Da h eine Abbildung von N nach X ist,
ist ho(go f) definiert, und ho (go f) ist eine Abbildung von L nach X. Da g eine
Abbildung von M nach N ist, und da h eine Abbildung von N nach X ist, ist hog
definiert und eine Abbildung von M nach X. Da f eine Abbildung von L nach M
ist, ist auch (ho g) o f definiert, und (h o g) o f ist eine Abbildung von L nach X.
Beide Kompositionen sind also definiert, und sie haben denselben Definitions- und
Wertebereich. Sei [l € L. Setze f’ =hogund ¢ = go f. Dann gilt:

((hog)o HIO) = (0 )

= f'(f() nach Definition der Komposition

= (hog)(f(1))

= h(g(f())) nach Definition der Komposition.
(ho(ge () = (hog)(l)

= h(g'()

= h((go f)1))

= h(g(f(1))).

Es gilt also ((hog)o f)(1) = (ho(go f))(l), und da wir an [ keinerlei Bedingungen
gestellt haben, gilt diese Gleichung fiir alle [ € L. Es folgt (hog)o f =ho(go f),
die Behauptung. O

1.5 Verkniipfungen

Die Mengen, die in der Schule betrachtet wurden, waren in der Regel Mengen
von Zahlen. Also etwa die ganzen Zahlen 7Z, die rationalen Zahlen Q, wobei Q :=
{% | a,b € Z und b # 0}, die reellen Zahlen R oder die komplexen Zahlen C. Mit
diesen Zahlen konnten wir rechnen — im einfachsten Fall sie addieren und multipli-
zieren. In der Mathematik gibt es weit mehr Mengen als die gerade aufgefithrten
Beispiele, bei denen wir die Elemente addieren oder multiplizieren kénnen. Bei-
spielsweise werden Sie noch in dieser Kurseinheit lernen, Matrizen zu addieren.
All diese Konstruktionen haben eine Sache gemeinsam: zwei beliebigen Elemen-
ten einer vorgegebenen Menge wird ein eindeutig bestimmtes Element zugeordnet,
das wieder in der vorgegebenen Menge liegt. Diesen Sachverhalt konnen wir mit
Abbildungen prazise ausdriicken:

1.5.1 Definition: Sei M eine Menge. Eine Verkniipfung auf M ist eine Abbil-
dung von M x M nach M.
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1.5.2 Bezeichnung: Verkniipfungen auf einer Menge M bezeichnet man in der
Regel durch Symbole wie o, *, #, + oder . Ist o : M x M — M eine Verkniipfung
auf einer Menge M, und sind m, m’ € M, so schreiben wir an Stelle von o(m,m’)
einfach m o m/'.

Betrachten wir erst einmal Beispiele fiir Verkniipfungen und fiir Abbildungen, die
keine Verkniipfungen sind.

1.5.3 Beispiele: (a) Esist + eine Verkntipfung auf N, denn durch + wird je zwei
Elementen a,b € N ein eindeutig bestimmtes Element a + b zugeordnet, das
in N liegt.

(b) Es ist — keine Verkniipfung auf N, denn wenn a und b in N liegen, dann muss
a — b nicht in N sein. Fiir a = 1 und b = 17 ist dies zum Beispiel der Fall.

(c) Esist - eine Verkntpfung auf Z, denn durch - wird je zwei Elementen a,b € Z
genau ein Element a - b zugeordnet, das in Z liegt.

(d) Esist — eine Verkniipfung auf Z, denn durch — wird je zwei Elementen a, b € Z
genau ein Element a — b zugeordnet, das in Z liegt.

(e) Sei M eine Menge, und sei Abb(M, M) :={f | f: M — M ist Abbildung}.
Sind f,g € Abb(M, M), so ist f o g ebenfalls in Abb(M, M). Somit ist o eine
Verkniipfung auf Abb(M, M).

1.5.4 Aufgabe: Es ist : keine Verkniipfung auf Q. Warum nicht?

Wir hatten oben in 1.5.1 eine Verkniipfung auf einer Menge M ganz allgemein
als Abbildung von M x M nach M definiert. Nun interessiert man sich in der
Mathematik aber gar nicht fiir so allgemeine Verkniipfungen. Vielmehr ist man
interessiert an Verkniipfungen, die Zusatzeigenschaften haben, die denen dhneln,
die wir vom Rechnen mit Zahlen bereits kennen. Zu nennen waren da etwa:

1.5.5 Definitionen: Sei o eine Verkniipfung auf einer Menge M.

(i) Die Verkniipfung o heiffit kommutativ, falls fir je zwei Elemente a,b € M
gilt, dass a o b = b o a ist.

(ii) Die Verkniipfung o heiit assoziativ, falls fiir je drei Elemente a,b,c € M
(die nicht verschieden sein missen) gilt, dass (aob)oc=ao (boc) gilt.

(iii) Wir sagen, dass die Verkniipfung o ein neutrales Element e besitzt, wenn
es ein Element e in M so gibt, dass aoe = a und eo a = a fir alle a € M
erfillt ist.
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1.5.6 Beispiele: (a) Die Verkniipfung + auf Z ist kommutativ (es gilt a+b = b+a
fir alle a,b € 7Z), sie ist assoziativ (es gilt a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ fir alle
a,b,c € Z), und sie besitzt ein neutrales Element e, namlich e = 0.

(b) Die Verkniipfung - auf Z ist kommutativ (es gilt a-b = b- a fir alle a,b € Z),
sie ist assoziativ (es gilt a- (b-c) = (a-b) - c fir alle a, b, ¢ € Z), und sie besitzt
ein neutrales Element e, namlich e = 1.

(c) Die Verkniipfung o auf Abb(M, M) ist in der Regel nicht kommutativ. Sei etwa
M = {1,2}, und seien f,g € Abb(M, M) definiert durch f(1) = f(2) = 1 und
g(1) = ¢g(2) = 2. Dann gilt (fog)(1) = 1 und (g o f)(1) = 2. Somit ist
fog# go f. Die Verkniipfung o ist assoziativ (vergleiche Proposition 1.4.23),
und sie besitzt ein neutrales Element, ndmlich id,; (vergleiche Beispiel 1.4.17).

1.5.7 Definitionen: Sei o eine Verkniipfung auf einer Menge M, die ein neutrales
Element e besitzt.

(i) Ein Element m € M heifit invertierbar, wenn es ein Element m’ € M so
gibt, dass m om’ = e und m’ om = e ist.

(ii) Ist m € M invertierbar, und gilt m om’ = m’ o m = e fiir ein Element
m' € M, so sagen wir, dass m’ invers zu m ist.

1.5.8 Beispiele: (a) Wir betrachten wie oben Z mit der Verkniipfung +. Jedes
Element a € Z ist invertierbar, denn wenn a € Z, dann gilt auch —a € Z.
Dann haben wir a 4+ (—a) = 0 und (—a) + a = 0, und dies ist ja gerade die
Forderung, die fir invertierbare Elemente erfiillt sein muss.

(b) Jetzt betrachten wir Z mit der Verkniipfung -. Beziiglich - sind nur wenige
Elemente invertierbar . Zunachst einmal ist das Element 0 nicht invertierbar.
Es gibt namlich keine ganze Zahl z, die die Gleichung z -0 = 1 erfiillen wiirde.
Nehmen wir nun an, a ware eine ganze Zahl, die weder 0 noch 1 noch —1 ist.
Fir alle z € Z gilt a - z # 1, denn entweder ist z = 0 oder a - z ist eine Zahl,
deren Betrag grofler als 1 ist. Nur die Element 1 und —1 sind in Z beziiglich
der Verkniipfung - invertierbar. Invers zu 1 ist 1, und invers zu —1 ist —1.

(c) Sei M eine Menge. Wenn M mehr als ein Element besitzt, dann ist die Ab-
bildung, die jedes Element m € M auf ein festes Element in M abbildet,

nicht bijektiv, also mit Korollar 1.4.22 nicht invertierbar. Es folgt, dass in
Abb(M, M) nicht alle Abbildungen invertierbar sind.

1.5.9 Aufgabe: Welche Elemente sind in Q mit der Verkniipfung - invertierbar?
Welche in Q mit der Verkniipfung +7
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Als Sie in Schulzeiten mit ganzen Zahlen gerechnet haben, haben Sie Z simultan
mit den Verkniipfungen + und - betrachtet. Dabei waren wieder gewisse Regeln zu
beachten, beispielsweise konnten Sie ausklammern. Das Phdnomen des ,, Ausklam-
merns“ findet sich auch bei anderen Mengen mit anderen Verkniipfungen, und es
wird mit einer eigenen Definition bedacht:

1.5.10 Definition: Sei M eine Menge mit zwei Verkniipfungen o und #. Wir
sagen, dass in M die Distributivgesetze gelten, falls fiir alle my,my, ms € M
(die nicht verschieden sein miissen) die folgenden beiden Regeln gelten:

(i) mq o (maoFtms) = (mq o my)#(my o ms), und

(i) (my#mse) o mg = (my o m3)#(mg o ms3).

Wenn Sie in dieser Definition M durch Z (oder Q oder R) und o durch - und #
durch + ersetzen, werden Sie die bekannten Regeln des Ausklammerns wiederer-
kennen.

1.5.11 Beispiel: Sei F, eine Menge mit zwei Elementen, die wir mit 0 und 1
bezeichnen, also Fy := {0, 1}. Dabei sollten Sie bei 0 und 1 nicht an ganze Zahlen
denken, sondern einfach als abstrakte Bezeichnung der Elemente. Auf Fy definieren
wir zwei Verkniipfungen, die wir + und - nennen. Aus Griinden der Ubersichtlich-
keit haben wir das in Form von Tabellen gemacht: Im Schnittpunkt der Zeile, in
der i (wobei i € Fy) an erster Stelle steht, mit der Spalte, in der j (wieder j € [Fy)
an erster Stelle steht, haben wir ¢ + j beziehungsweise 7 - 7 notiert.

— o4
I en) Naw]
o | =
— O
o OO
=]

Wir untersuchen nun, welche der oben aufgelisteten Eigenschaften diese Verkniip-
fungen haben. Dabei beginnen wir mit den Eigenschaften in Definition 1.5.5.

(i) Die Tabellen sind symmetrisch entlang der Diagonalen. Es gilt also i+j = j+i
und ¢ - j = 7 -4 fir alle 7, j € Fy. Somit sind die Verkniipfungen + und - auf
Fy kommutativ.

(ii) Um zu tberpriifen, ob + und - assoziativ sind, miissen wir fir je drei Elemente
i, 7,k € Fy untersuchen, ob (i+j)+k = i+ (j+ k) beziehungsweise i- (j-k) =
(¢ -7) -k gilt. Da wir in Fy nur zwei verschiedene Elemente zur Verfligung
haben, kommen in diesen Gleichungen Elemente mehr als ein Mal vor. Auf
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geht es:

Es folgt, dass + und - assoziativ sind.

+(0+0 —O
+(O0+1
1+0 —1

+(0+0
+(O0+1
+(1+0

+(0+0)
+(0+1) =
+(140)
+(1+1)=
+(0+0) =
+(0+1)
+(1+0)
+(1+1)

1
0
0
1

(0+0)+0
=(0+0)+1
(0+1)40
=0+1)+1
(1+0)+0
(1+0)+1
(1+1)40
(1+1)+1

und
und
und
und
und
und
und
und

— === O O OO

0-0)=0
0-1)=0
(1-0)=0
(1-1)=0
0-0)=0
0-1)=0
(1-0)=0
(1-1)=1

I
NN N N S S N
[l el =l en il an Bl an Bl en)

_ = O O = = OO
N N e N e e e

[—‘OHO)—‘O)—‘O
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(iii) Beztiglich der Verkniipfung + ist das Element 0 das neutrale Element. Be-

zuglich -

ist 1 das neutrale Element.

Wir haben also gesehen, dass 4+ und - Verkniipfungen sind, die beide ein neutrales
Element besitzen. Gehen wir nun zu Definition 1.5.7 und untersuchen, wie es um
Invertierbarkeit steht.

Beziiglich + ist jedes Element in Fy invertierbar. Es gilt namlich 0 + 0 = 0, das
heifit, 0 ist zu 0 invers, und 1+ 1 = 0, das heiflt, 1 ist zu 1 invers.

Beztiglich -

ist das Element 0 nicht invertierbar, denn es gibt kein Element i € [F

mit 0.2 =¢-0 = 1. Das Element 1 ist invertierbar, denn 1-1 = 1. Das heift, invers

zu 1 ist 1.

Wenden wir uns zum Schluss der Definition 1.5.10 zu und untersuchen, ob die
Distributivgesetze in Fy gelten.

— === O O OO

04+0)=0=0-0+0-0
0+1)=0=0-04+0-1
1+0)=0=0-14+0-0
141)=0=0-1+0-1
0+0)=0=1-0+1-0
0+1)=1=1-0+1-1
140)=1=1-1+1-0
141)=0=1-1+4+1-1

und
und
und
und
und
und
und
und

Somit gelten auch die Distributivgesetze in 5.

0=0=0
1=0=
0=0=
l=1=
0=0=
1=1=1
0=0=1
1=0=1

0+0-
140-
0+1-
141
0+0-
140-
0+1-
141

_ O = Ok OO
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1.6 Korper

In Beispiel 1.5.11 haben Sie eine Menge mit zwei Verkniipfungen, die wir + und
- genannt haben, kennen gelernt, in der die uns von Q und R vertrauten Rechen-
regeln gelten. Es gibt noch viele solcher mathematischen Strukturen, so dass man
diese unter einem Oberbegriff zusammenfasst. Das ist der Begriff des Korpers, auf
englisch ,field*, was auch erklart, warum man als Abkiirzung der Menge in Beispiel
1.5.11 den Buchstaben F verwendet.

1.6.1 Definition: Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und
- und zwei verschiedenen, ausgezeichneten Elementen 0 und 1, so dass folgende
Regeln gelten:

(i) (a) a+b="0+a gilt fir alle a,b € K (das heiit, 4 ist kommutativ).
(b) (a+b)+c = a+(b+c) gilt fur alle a, b, ¢ € K (das heiit, + ist assoziativ).

(c) 0+ a = a gilt fir alle a € K (das heifit, + ist eine Verkniipfung mit
neutralem Element 0, denn da + kommutativ ist, gilt auch a + 0 = a).

(d) Zujedem a € K gibt es ein ¢’ € K, so dass a+a’ = 0 ist (das heifit, jedes
Element a € K ist beziiglich 4+ invertierbar, denn da + kommutativ ist,
gilt auch o’ +a =0).

(ii) (a) a-b=10>-a gilt fir alle a,b € K (das heift, - ist kommutativ).
(b) (a-b)-c=a-(b-c) gilt fir alle a,b,c € K (das heift, - ist assoziativ).

(¢c) 1-a = a gilt fur alle a € K (das heifit, - ist eine Verkniipfung mit
neutralem Element 1, denn da - kommutativ ist, gilt auch a - 1 = a).

(d) Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein Element ¢* € K, so dass a-a* =1
ist (das heift, jedes Element a € K\ {0} ist beziiglich - invertierbar,
denn da - kommutativ ist, gilt auch a* - a = 1).

(iii) Fir alle a,b,c e Kgilt a- (b+c¢) =a-b+ a-c (Distributivgesetz).

1.6.2 Aufgabe: Die Menge Z mit den Verkniipfungen + und - ist kein Korper.
Warum nicht?

1.6.3 Aufgabe: Wenn K ein Korper ist, dann gilt automatisch schon das in der
Definition 1.6.1 nicht aufgefiihrte zweite Distributivgesetz aus Definition 1.5.10.
Begriinden Sie, warum dies der Fall ist.

Die Mengen Q und R sind mit den Verkniipfungen + und - Korper. Diejenigen unter
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Ihnen, die die komplexen Zahlen C bereits kennen, sollten sich davon tiberzeugen,
dass auch C mit den Verkniipfungen + und - ein Korper ist. In Beispiel 1.5.11 haben
wir mit Fy ein Beispiel fir einen Korper mit zwei Elementen kennen gelernt. Es
gibt viele weitere Beispiele fiir Korper. In diesem Kurs wird es — anders als im
Analysis-Teil — nicht darauf ankommen, welchen speziellen Korper wir betrachten.
Unsere Ergebnisse werden fiir alle Korper richtig sein. Zu Beginn ist es tibrigens
vollig in Ordnung, wenn Sie — sobald ich schreibe: ,Sei K ein Korper.* — denken:
»3ei K zum Beispiel Q, R oder Fy“.

Wir leiten noch einige Rechenregeln fiir Kérper aus der Definition 1.6.1 her.

1.6.4 Proposition: (Rechenregeln fir Korper)

Sei K ein Korper. Dann gilt:

(a) Es gilt a-0 =0 fiir alle a € K.

(b) Wenn a,b € K, und wenn a - b = 0 ist, so folgt @ = 0 oder b = 0.

(¢) Sind a4+ b =0 und a + ¢ = 0 fir Elemente a, b, c € K, so folgt b = c.
(d)

d) Ist a # 0, und gilt a - b = 1 und a - ¢ = 1 fiir Elemente a,b,c € K, so folgt

I
b=c.

Beweis:

1. Sei a € K. Dann gilt

a-0 = a-(0+0), denn 0 ist das neutrale Element der Addition
= a-0+a-0 mit (iii) in der Definition 1.6.1.

Da jedes Element in K beziiglich 4 invertierbar ist, ist auch a-0 invertierbar.
Sei x invers zu a - 0. Wir addieren x auf beiden Seiten der Gleichung und
erhalten x +a-0= (z+a-0)+a-0, also 0 = a- 0, die Behauptung,.

2. Seien a,b € K mit a-b =0. Wenn a = 0 ist, dann ist die Behauptung schon
bewiesen. Wir konnen also annehmen, dass a # 0 ist, und miissen zeigen,
dass b = 0 ist. Da jedes Element # 0 beziiglich - invertierbar ist, folgt, dass a
invertierbar ist. Sei a* invers zu a. Wir multiplizieren die Gleichung a-b =0
mit a* und erhalten a*-a-b=a*-0. Daa*-a =1, folgt 1-b=a*-0. Mit
der Bedingung (ii) in Definition 1.6.1 gilt 1-b = b, und mit dem ersten Teil
dieser Proposition gilt a* - 0 = 0. Es folgt b = 0, die Behauptung.

3. Seien a,b,c € K, und sei a + b = a + ¢ = 0. Sei d’ invers zu a beziiglich +.
Wir addieren @’ zu der Gleichung und erhalten (¢’ +a) +b = (' + a) + ¢,
also 0 +b =0+ c. Es folgt b = ¢, die Behauptung.
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4. Sei a # 0, und sei a-b = a-c = 1. Sei a* invers zu a beziiglich -. Wir
multiplizieren die Gleichung mit a* und erhalten (a*-a)-b= (a*-a) - ¢, also
1-b=1"c. Esfolgt b = c, die Behauptung.

O

Die Bedingungen (c) und (d) der Proposition 1.6.4 besagen, dass Elemente, die
beziiglich 4 oder - invers sind, eindeutig sind. Es gibt in einem Koérper K zu einem
Element a € K genau ein beziiglich + inverses Element, und ist a # 0, so gibt es
genau ein beziiglich - inverses Element zu a.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einigen Bezeichnungen.

1.6.5 Notationen: Sei K ein Korper, und sei a € K.

1. Wir bezeichnen das zu a beziiglich + inverse Element mit —a. Ist b € K, so
schreiben wir an Stelle von b+ (—a) nur b — a.

2. Sei a # 0. Wir bezeichnen das zu a beziiglich - inverse Element a* mit a~*

oder 