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Einfihrung und Uberblick

Einfihrung und Uberblick

Das gemeinsame Merkmal der Kommunikation ist die Ubertragung von
Nachrichten von einem Sender zu einem Empfénger, also von einer Nach-
richtenquelle zu einer Nachrichtensenke. Bei der technischen Datenkom-
munikation werden diese Nachrichten als Zeichenfolgen dargestellt, wobei
die Zeichen aus binaren Digitalsignalen bestehen, d.h. die Signale kon-
nen einen von zwei moglichen Zustanden einnehmen (z. B. High- und Low-
Pegel).

Die zu Ubertragenden Nachrichten werden im Sender in Bindrzeichen nach
einer bestimmten Vorschrift umgesetzt. Diese Umsetzung nennt man Codie-
rung. Auf der Empfangerseite werden die Signale dann wieder entspre-
chend zurtickgewandelt (decodiert). Unter einer Codierung ist die Vorschrift
fur die eindeutige Zuordnung von Zeichen eines Zeichenvorrats zu denjeni-
gen eines anderen Zeichenvorrats zu verstehen.

Ubertragungs-
weg

Sender Empfanger

Abb. 1: Kommunikationsstrecke

Die allgemeine Aufgabe der Codierung besteht darin, die Daten in einer
fur die jeweiligen Anforderungen am besten geeignete Form darzustellen.
Im wesentlichen sind hierbei zwei Aufgabengebiete zu unterscheiden. Zum
einen soll durch die Codierung eine Reduktion der Quellenredundanz her-
beigefihrt werden, d. h. eine Darstellung der Daten mit einer geringstmaogli-
chen Anzahl von Zeichen. Solche Codierungsverfahren werden als Quellen-
codierung bezeichnet. Zum anderen soll durch die Codierung ein einfaches
und sicheres Ubertragen von Daten einer Quelle zu einer Senke realisiert
werden, d. h. es wird eine sogenannte Kanalcodierung durchgefuhrt. Bei der
Kanalcodierung werden die Woérter einer Nachrichtenquelle so umcodiert,
dass Codeworter entstehen, bei denen eine Verfalschung von Codesymbo-
len moglichst nicht zu einem neuen Codewort fuhrt. Damit kann der Emp-
fanger erkennen, dass eine Verféalschung aufgetreten ist und kann diese,
bei geeigneter Codewahl, sogar beseitigen.

Die physikalische Umsetzung der bindren Daten wird als Leitungscodierung
bezeichnet. Damit ergibt sich folgende Darstellung der Kommunikationsstre-
cke.



Quelle fur Kanalcodierung

A/D Wandler ngllen- Kgnal- Qu_ellen-
codierung codierung codierung
Redundanz
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L Analog Quantisierung reduktion .
Ubertragungs-
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e ™
Kanal-
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Entscheider
Analog Filterung ~Max.
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Abb. 2: Bedeutung der Kanalcodierung in der Kommunikationsstrecke

Gegenstand des Praktikums ist im wesentlichen der Einsatz von Codie-
rungsmaflnahmen zur Sicherung der Ubertragung, d.h. also die Kanalco-
dierung, unter Verwendung eines realen Ubertragungssystems. Hierbei soll
insbesonde das Verhéltnis von Leistungsfahigkeit zum Aufwand der jeweils
gewahlten Codierung aufgezeigt werden.

In Kapitel Kapitel 1 dieser Praktikumsunterlagen ist der theoretische Hinter-
grund der Kanalcodierung umfassend dargestellt. Bei der Versuchsdurch-
fuhrung werden nur einige der hier angesprochenen Aspekte in einer prak-
tischen Anwendung realisiert.

Die Software- Konfiguration des Versuchsaufbaus wird in Kapitel 2 vorge-
stellt, die Beschreibung der Aufgabenstellung mit der Darstellung des Ver-
suchsablaufs folgt in Kapitel 3.

Im letzten Kapitel sind Fragen und versuchsvorbereitende Aufgaben zusam-
mengestellt. Eine Versuchsdurchfihrung ohne grindliche Vorbereitung ist
nicht moéglich. Die Beantwortung der Fragen und Losung der Aufgaben wird
vor Beginn des Versuchs mit dem Betreuer durchgesprochen.



Diese Seite bleibt aus technischen Griunden frei.
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1 Kanalcodierung

In dem vorliegendem Kapitel wird die Kanalcodierung — d. h. die Codierung
zur Erkennung und Korrektur von Fehlern — behandelt. Im ersten Abschnitt
wird an Hand einfacher, in der Praxis Ublicher Verfahren aufgezeigt, wie
die einfache Wiederholung und die Paritatspriufung zur Fehlererkennung
angewandt werden. Der Begriff der Hamming-Distanz wird eingeftihrt und
die Moglichkeit, Bundelfehler zu korrigieren, erértert. Im né&chsten Abschnitt
werden lineare Codes behandelt. Es werden die Erzeugung und die Prifung
von linearen Codes an Hand von Matrizen dargestellt, die Eigenschaften der
Matrizen diskutiert und der Hamming-Code sowie der erweiterte Hamming-
Code behandelt. Fur das Verstandnis dieses Abschnittes ist erforderlich,
dass der Student gentiigend Umgang mit der linearen Algebra hatte - ins-
besondere, dass er mit Begriffen wie Vektorraum, Basis, Dimension, lineare
Unabhangigkeit vertraut ist. Die verwendeten Begriffe und Satze sind im
Anhang A zusammengestellt.

Um die Ubersichtlichkeit zu gewéahren, werden im Kurs einige Variablen
weitgehend einheitlich verwendet. Diese sind:

Variable Bedeutung

n Anzahl der Informationssymbole (Rang der Generatormatrix G)
k Anzahl der Prifsymbole (Rang der Prifmatrix)

r Anzahl der Symbole im Codealphabet

g=r1r" Anzahl der Codewdrter (Anzahl der Nachrichten)

m=n+k Blocklange.

1.1 Fehlererkennung und Fehlerkorrektur

Im ersten Abschnitt wird an Hand einfacher, in der Praxis ublicher Ver-
fahren aufgezeigt, wie die einfache Wiederholung und die Paritatsprifung
zur Fehlererkennung angewandt werden. Der Begriff der Hamming-Distanz
wird eingefuhrt und die Moglichkeit, Bindelfehler zu korrigieren, erortert. Im
nachsten Abschnitt werden lineare Codes behandelt. Es werden die Erzeu-
gung und die Prifung von linearen Codes an Hand von Matrizen darge-
stellt, die Eigenschaften der Matrizen diskutiert und der Hamming- Code
sowie der erweiterte Hamming-Code behandelt. Fur das Verstandnis die-
ses Abschnittes ist erforderlich, dass der Student geniigend Umgang mit
der linearen Algebra hatte - insbesondere, dass er mit Begriffen wie Vektor-
raum, Basis, Dimension, lineare Unabh&ngigkeit vertraut ist. Die verwende-
ten Begriffe und Satze sind im Anhang Anhang A zusammengestellt.



1-2

1 Kanalcodierung

Wiederholung zur
Herabsetzung der
Fehlerwahrscheinlich-
keit

Wir betrachten eine aus &£ Symbolen bestehende Nachricht, die tiber einen
gedéachtnislosen Kanal mit der (Symbol-) Fehlerwahrscheinlichkeit p tGber-
tragen wird. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Symbol richtig Ubertragen
wird, ist (1 — p), dass die ganze Nachricht richtig tbertragen wird, (1 — p)*,
dass sie fehlerhaft ist also 1 — (1 — p)*. Will man nun die Wahrscheinlichkeit,
dass die Nachricht verfalscht wird, herunterdriicken, so wiederholt man sie
einmal und vergleicht die empfangenen Nachrichten (Abb. 1.1-1a). Sind die
empfangenen Nachrichten identisch, so nimmt man an, dass die Ubertra-
gung fehlerfrei war. Sind die Nachrichten verschieden, so verwirft man sie
und veranlaf3t einedirekte Wiederholung (negative Quittierung) oder eine
indirekte Wiederholung (fehlende Quittierung). Alle Fehler bis auf identi-
sche Fehler in beiden Nachrichten werden bei diesem Verfahren entdeckt.
Technisch gunstig ist eine symbolweise Wiederholung und Vergleich der
Nachricht, so dass im Fehlerfall unmittelbar eine Wiederholung veranlal3t
werden kann (Abb. 1.1-1b).

Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Nachrichten in j bestimmten Stellen
(d.h. j bestimmten Symbolen) verfalscht werden, ist p* (1 — p)?*=7), dass
sie in j beliebigen, jedoch identischen Stellen verfalscht werden gleich

< ]; )p2j(1 — p)2k=a), 1.1-1

Die Wahrscheinlichkeit, dass unentdeckte Fehler auftreten, ist somit

k

Z < I; )ij(l —p)z(k*j). 1.1-2

J=1

Im allgemeinen ist p klein, (1 — p) also nahe bei 1, so dass nur die ersten
Werte zur Summe wesentlich beitragen. Der Preis, den man fir die Ernied-
rigung der Wahrscheinlichkeit fir unbemerkte Fehler bezahlt, besteht aus:

— Verdopplung der Nachrichtenldnge (und damit verbundenem langerem
Verzug)

— schlechter Kanalausnutzung (d. h. niedrigere Informationsrate) und

— technischem Aufwand (fir den Vergleich der Nachrichten und die Anfor-
derung zur Wiederholung).

Eine dreifache Wiederholung ermdglicht es, die Fehlerwahrscheinlichkeit
unbemerkter Fehler noch weiter herunterzudriicken. Die Entscheidungsre-
gel lautet nun: Sind mindestens zwei der drei Nachrichten identisch, so wer-
den diese als richtig bewertet, sonst verworfen. Im zweiten Fall wird eine
Wiederholung veranlal3t.



1.1 Fehlererkennung und Fehlerkorrektur

1-3

Ubertragungs-

Sender

b)

Abb. 1.1-1: Senden mit einmaliger Wiederholung

weg

01000101

7

L7

00110111

a. Wortweise Ubertragung

b. Symbolweise Ubertragung

Beispiel 1.1-1:

y

Empfanger

+[o1oy

— Addition Modulo 2
% zeigt Fehlerstelle auf
o]
+
- Direkte
— Wiederholung nach
% einem Fehler

Wir betrachten die Ubertragung einer Nachricht mit 10 Symbolen tiber
einen gedachtnislosen Kanal mit der Fehlerwahrscheinlichkeit p = 1073.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Nachricht mit & = 10 Symbolen
unverfalscht ankommt, ist gleich p°(1—p)* ~ 1—kp = 1—-10-107% = 0, 99.
Die Wahrscheinlichkeit, dass sie falsch ankommt, ist also 10~2.

Ubertragt man nun mit einer Wiederholung, so ist die Wahrscheinlich-
keit, dass beide Nachrichten unverfalscht ankommen, geringer, ndmlich

PP(1—p)*~1—2kp=1-—20-10"3=0,98.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein unentdeckter Fehler vorliegt, ist

k

21

. ) pzj (1 _p)2(k—j).
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Paritatsprifung

Mit p = 1072 und k = 10 erhalten wir im einzelnen:

) k . .
j ( ; )p2j(1 — p)2=9)

1~ 9,82
2~ 4,43-
3~ 1,18
4~ 2,07
b~ 2,49-
6~ 208
7T~ 1,19
8~ 4,48
9~ 9,98
10~ 1,00-
und somit

10°°

10—11
10716
10—22
10—28
10734
10~%
10747
107
10—60

> ~9,82-107°.

Die Wahrscheinlichkeit, dass unbemerkte Fehler vorliegen, konnte also
um mehrere Zehnerpotenzen erniedrigt werden.

1:1-3

Das bei der Datenlbertragung am haufigsten angewandte Verfahren ist die
Paritatspriufung . Zu einer vorgegebenen Anzahl von bindren Codezeichen
(z. B. einem Wort) wird ein Binarzeichen hinzugeftigt, um ein Codewort mit
gerader oder ungerader Paritat (Quersumme Modulo 2) zu ergeben. Treten
nun eine ungerade Anzahl von Verfalschungen im Codewort auf, so wird die
Paritat verletzt und der Fehler erkannt (Abb. 1.1-2).

Paritatsbit 00101
'

00101
Sendewert v} Verfalschung auf
Binar 5 der Leitung

Abb.1.1-2: Senden mit gerader Paritat

00001

1y
&

0=F >|

Modulo 2 Addition

zeigt Fehler auf
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Beispiel 1.1-2:
Der folgende 2-aus-5 Code
1 — 11000 6 — 00110 1.14
2 — 10100 7 — 10001
3 — 01100 8 — 01001
4 — 10010 9 — 00101
5 — 01010 10 — 00011

hat eine gerade Paritat, denn jedes Codewort hat genau zwei Einsen.
Tritt ein einfacher Fehler auf, z. B. an der zweiten Stelle der codierten
Ziffer 5, so wird aus 5=01010 ein unzulassiges Codewort 00010 mit
ungerader Paritat. Tritt jedoch ein weiterer Fehler z.B. an der dritten
Stelle auf, so wird nun hieraus 00110 = 3. Der Fehler ist nun nicht mehr
erkennbar, denn es entsteht wieder ein zuldssiges Codewort.

Das Paritatsprufungsverfahren unterteilt alle méglichen Symbolkombinatio-
nen auf einfache Weise in zwei Klassen: unzulassige Symbolkombination
mit ungerader Paritat und (zulassige) Codewdrter mit gerader Paritat. Stets,
wenn Fehler zu einer neuen Symbolfolge flhren, die unzuldssig ist, wird der
Fehler erkannt. Fuhren sie zu einem (zuléssigen) Codewort, ist eine Fehler-
erkennung nicht mdglich.

Der Abstand zwischen zwei Codewdrtern  ist definiert als die Anzahl der
Stellen, in denen sich die Codewdrter unterscheiden. Wir betrachten nun
einen Code mit nur zwei Codewortern, die sich in a Stellen unterscheiden.
Genau a Fehler an den entsprechenden Stellen fihren das eine Codewort in
das andere Codewort Uber. (a—1) Fehler kbnnen also stets erkannt werden,
denn sie fihren zu unzuldssigen Kombinationen. Treten f Fehler auf, wobei

a—1
2

<

ist, so ist es maglich, eindeutig auf das gesendete Wort zu schlie3en, denn
der Abstand zwischen dem anderen Codewort und der entstandenen Sym-
bolkombination mufl3 (wegen 2f < a — 1) groRer als f sein (Abb. 1.1-3).

“«—1—>

Abb.1.1-3: Spharen mit Radius f um Codewdrter A und B im Abstand ¢ = 2f + 1.
f Fehler sind noch korrigierbar.

Abstand zwischen
zwei Codewortern
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Hamming-Distanz

Die Uberlegungen sind auf mehrere Codeworter Ubertragbar, wobei an
Stelle des Abstandes a nunmehr der Abstand d = mina Uber alle Paare
von Codewortern gebildet wird.

Die Hamming-Distanz eines Codes ist definiert als der Mindestabstand
zwischen zwei Codewdrtern - sie ist gleich der Mindestanzahl der unter-
schiedlichen Symbole zweier Codewdrter eines Codes. Bei einem Code mit
der Hamming-Distanz d konnen d — 1 Fehler erkannt oder
d—1
t< ——
-2
Fehler korrigiert werden.
Beispiel 1.1-3:

Wir betrachten den folgenden 4-aus-7 Code, mit 8 Codewdrtern und
der Blocklange 7.

A — 0000000 E — 1001110 1.1-5
B — 1110100 F — 0100111
C — 0111010 G — 1010011
D — 0011101 H — 1101001

Die Hamming-Distanz ist gleich 4. Es konnen 3 Fehler stets erkannt
oder 1 Fehler stets korrigiert werden. Dies schlief3t nicht aus, dass im
Einzelfall auch mehr Fehler erkannt bzw. korrigiert werden kénnen. Tritt
z.B. bei jedem Symbol des Codewortes D ein Fehler auf, so resultiert
das Komplementarwort D = 1100010 , also eine unzulassige Kombina-
tion - obwohl 7 Verfalschungen vorlagen, wird der Fehler erkannt. Wer-
den lediglich das erste, dritte, sechste und siebte Symbol verfélscht,
so erhalten wir statt D das (zuldssige) Codewort £ = 1001110, vier
Fehler werden also nicht erkannt. Tritt ein Fehler z.B. in der zweiten
Stelle auf, so erhalt man die unzuldssige Kombination 0111101 . Diese
hat den Abstand > 3 von jedem Codewort # D und den Abstand 1 von
D, so dass bei maximal einem Fehler sicher auf D zuriickgeschlos-
sen werden kann. Das Maximum-Likelihood-Verfahren verwendet das
Kriterium "geringste Fehlerwahrscheinlichkeit bei gleichverteilten Sym-
bolen”; dies liefert dieselben Ergebnisse wie das Kriterium "minima-
ler Abstand”, denn beide sind einander proportional - je groRer der
Abstand, den ein unzuldssiges Wort von einem Codewort hat, desto
geringer die Wahrscheinlichkeit, dass das unzuléssige Wort aus dem
Codewort hervorging.

Die bisherigen Uberlegungen zeigen: je weiter Codewdrter auseinanderlie-
gen, bzw. je mehr unzuldssige Kombinationen zwischen zwei Codewdrtern
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liegen, desto besser kann die Redundanz fir die Fehlererkennung bzw. -
korrektur ausgenutzt werden. Bei einem Blockcode der Ladnge n hat man
insgesamt 2" Symbolkombinationen. Hat man ¢ Codeworter, so sind (2" —q)
redundante Kombinationen vorhanden. Es gilt, die ¢ Codewoérter so zu wah-
len, dass der Abstand zwischen zwei beliebigen Codewortern maoglichst
grol3 wird. Eine triviale Folgerung dieser Aussage flur die Benennung von
Dateien oder Variablen bei der Programmierung ist z. B., dass die Bezeich-
nungen so gewahlt werden, dass sie sich in mdglichst vielen Stellen unter-
scheiden.

Eine weitere Folgerung fur die Codierung von Daten ist z. B., dass sie nicht
geordnet, sondern besser zuféllig codiert werden. Hat man z. B. 100 gleich-
wahrscheinliche Nachrichten und 8 bindre Symbole (d.h. 256 Worter ins-
gesamt) fur ihre Codierung, so sollten sie nicht von binér 1 (00000001 ) bis
binar 100 (01100100 ) durchcodiert, sondern mdglichst gleich verteilt wer-
den. Eine Zufallscodierung gewéahrleistet dies annéhernd.

Beispiel 1.1-4:
Es werden 4096 gleichwahrscheinliche Nachrichten in Codewdrter der
Lange 16 binar codiert. Die geordnete Codierung liefert Codewdrter
von binar O bis bindr 0000111111111111 . Tritt nun ein Fehler auf, so
ist die Wahrscheinlichkeit, dass dies unerkannt bleibt, gleich

12

6= 0, 75.
Tritt bei der zufalligen Codierung ein Fehler auf, so ist die Wahrschein-
lichkeit , dass die Kombination ein Codewort ist und damit als uner-
kannter Fehler bleibt, ungefahr gleich 2'2/2'¢ = 0, 0625.

Fordern wir bei einem Blockcode der Lange m mit r—néarem Alphabet und
r™ vielen Codewortern, dass ¢ Fehler pro Wort korrigiert werden konnen,
so konnen wir die erforderliche Redundanz leicht abschatzen. Im Abstand ¢
von einem r—naren Wort der Lange m liegen

QL=

Worter. In der Kugel (vom Abstand ¢) liegen also
t m A

Z ( ; ) (r—1)

=0

Worter. Fur die Korrekturfahigkeit missen alle Kugeln um die Codeworter
disjunkt sein, m also so grol3 gewahlt werden, dass mindestens die Anzahl
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Bedingung fur die
Korrekturfahigkeit von
t Fehlern

aller Kombinationen grof3er oder gleich ist als die Anzahl aller Worter in den
disjunkten Kugeln, d. h.

rmZ§<T)(T—1)i-r”,

oder

t

Tt > < m ) (r—1)% 1.1-6
=0 !

Gleichung (1.1-6) stellt eine notwendige Bedingung dar um die Korrektur-

fahigkeit von t Fehlern zu gewéhrleisten.

Beispiel 1.1-5:

Ein Quellenalphabet mit 22 Symbolen wird binar codiert. Es wird die
Korrekturfahigkeit von ¢t = 3 Fehlern pro Wort gefordert. Mit einem
binaren Blockcode mit m = 10 Symbolen pro Codewort ist wegen

3
10 10-9 10-9-8
2" =12 =1+1 =1
814;_0(@,) +0+1‘2+1'2_3 76

diese Forderung nicht erfullbar. Mit m = 11 Symbolen ist sie wegen

3
11 11-10 11-10-9
28 = 256 > =1+11 = 232
—2( i ) L 1-2 l 1-2-3

maoglicherweise erfillbar.

Bisher haben wir unsere Betrachtungen oft unter die Pramisse geringer Feh-
lerwahrscheinlichkeit bzw. von Einfach- oder wenigen Fehlern pro Code-
wort gestellt. In der Praxis ist es oft so, dass im allgemeinen die Fehler-
wahrscheinlichkeit zwar gering ist, Fehler jedoch meist in Form von Bin-
delfehlern ("Bursts") auftreten. Pro Codewort treten dann Mehrfachfehler
auf, und die einfache, wortweise Paritatsprifung versagt. Eine einfache
Abhilfe besteht darin, mehrere Worter durch Untereinanderschreiben zu
einem Block zusammenzufassen und diesen statt zeilenweise (bzw. wort-
weise) spaltenweise zu sichern, um damit eine Verteilung der Fehler auf
die Paritatsbits zu erreichen. Verwendet man sowohl zeilen- als auch spal-
tenweise Paritatssicherung, so wird es maoglich, bei Einfachfehlern (d. h. ein
Fehler pro Zeile bzw. Spalte) die genaue Fehlerstelle anzugeben und damit
zu korrigieren.
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Beispiel 1.1-6:
Eine Nachricht besteht aus folgenden funf Sendewdrtern, SW1 bis
SWS5, wobei die Zeilen- und Spaltenparitatsbits eingetragen sind:

Sendewort Zeilenparitat
1 01101 1

2 11010 1

& 00110 0

4 11011 0

5 01001 0
Spaltenparitat 00011

Bei der Ubertragung tritt ein Biindelfehler der Lange 4 Bit ab dem 7.
Symbol auf.

Wird eine wortweise (Zeilen-) Paritat verwendet, so lautet die Sende-
folge (S) und die empfangene Folge (E):

o

S: 011011 01001100110110010010
by
Z4 Zy Z3 Zy Zg
A S A

E: 011011001001001100110110010010

Der Fehler wird nicht erkannt, da die Paritaten alle stimmen, im Sende-
wort SW2 liegt jedoch eine vierfache Verfalschung vor!

Wird eine spaltenweise Paritat verwendet, so lautet die Sendefolge (S)
und die empfangene Folge(E):

hhhh

$:0110111010/001101101101001/0

f

=

—

2737475

i
vYvy

v

E:01101/1010100110{1101101001/0110
Der Fehler wird nun erkannt, die Paritat wird 4mal, namlich bei S5.5554.55
verletzt, so dass erkannt wird, dass vier Fehler vorliegen.

Hatte anstatt eines Bindelfehlers lediglich ein Einfachfehler am 7.
Symbol vorgelegen, und waren sowohl Zeilen- als auch Spaltenparitat
gepruft worden, so wére die Paritat in der 2. Zeile und 2. Spalte verletzt,
der Fehler hierdurch lokalisierbar und somit korrigierbar gewesen.

Anstatt nun die Paritat Gber alle Symbole eines Wortes zu bilden, kbnnen
wir auch differenzierter vorgehen und Uber ausgewahlte Symbole die Pari-
tat bilden. Als Hilfsmittel zur Kennzeichnung der Stellen, die in der Paritats-
prufung einbezogen werden, verwenden wir ein Prifwort, das aus 0 und 1
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besteht: durch 1 an einer Stelle wird angegeben, dass diese Stelle in die
Prifung einbezogen wird, durch 0, dass sie in die Prufung nicht einbezo-
gen wird. Liegt ein Wort vor, so bildet man die Paritat Uber die Symbole,
an deren Stelle im Prifwort eine Eins steht - ist die Paritat erfullt, handelt
es sich moglicherweise um ein Codewort, sonst sicher um eine unzulassige
Kombination.

Beispiel 1.1-7:

Wir mochten die Paritatsprifung Uber jeweils gerade und ungerade
Symbole eines Wortes mit 8 Symbolen bilden. Die beiden Priufworter
lauten:

10101010 = P, flr die geraden und 1.1-7
01010101 = P, flr die ungeraden Symbole.

Das empfangene Wort w = 00101011 bildet mit P; die (Modulo 2)
Quersumme

0+0+14+0+14+0+1+0=1,
verletzt also die Paritat. Mit P, bildet es die Summe
04+404+0+0+04+04+0+1=1,

verletzt wiederum die Paritat.

Wir schlieen daraus, dass sowohl in den geraden Stellen als auch in
den ungeraden Stellen Fehler vorliegen.

Wir haben fur die Quersummenbildung die Modulo 2 Addition, bei der diffe-
renzierten Auswahl der Stellen, die in eine Prifung einbezogen werden, die
Modulo 2 Multiplikation mit anschliel3ender Modulo 2 Addition fur Paritats-
bildung verwendet. Es wird hier ersichtlich, dass einige Codes auf algebrai-
schen Strukturen basieren - diese werden algebraische Codes genannt. Wir
werden Codes, die auf linearen Raumen basieren, im nachsten Abschnitt
behandeln - sie werden lineare Codes genannt. Hierzu werden wir einige
mathematische Begriffe der linearen Algebra heranziehen. Diese sind im
Anhang A.1 und Anhang A.2 zusammengestellt.

Selbsttestaufgabe 1.1-1:

a. Was versteht man unter dem "Abstand zwischen zwei Codewortern”,
und welcher Zusammenhang ergibt sich mit dem Begriff "THamming-
Distanz” eines Codes?
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b. Bestimmen Sie fur die nachfolgend aufgefiihrten Codewdérter die Ham-
ming -Distanz und machen Sie eine Aussage, wieviele Fehler stets
erkannt werden kénnen.

A 00000 1.1-8
B 11010
C 01101
D 10110

1.2 Lineare Codes

Wir nehmen an, dass dem zu betrachtenden Code gewisse algebraische
Strukturen zugrunde liegen. Wir gehen von der Definition eines Codes im
Abschnitt 6.1 aus. Da wir Blockcodes betrachten, sind die Worter w nun
Elemente aus B™. Wir setzen zusatzlich voraus, dass die Menge B =
{z1,...x,.}, die wir als Alphabet des Codes bezeichnet haben, einen endli-
chen Korper bildet. Dies bedeutet, dass fir die Elemente der Menge eine
Addition (+) und eine Multiplikation (-) so definiert sind, dass die Axiome der
Addition A1 — A3, der Multiplikation M1 — M3 und die Distributivgesetze D
(siehe Anhang A.1) gelten. Wir fassen ferner B™ (die Menge aller m-Tupel
Uber B) als einen Vektorraum Uber dem Korper (B, +, -) auf; dies setzt vor-
aus, dass die Addition von Vektoren und deren Multiplikation mit Elementen
des Korpers so definiert sind, dass die Axiome V1 — V4 (siehe Anhang A.2)
gelten.

Ein linearer Code C (genauer die Codewoérter des Codes ') wird nun als
Untervektorraum der Dimension n des Vektorraumes B™ definiert. Da wir
ein Alphabet mit » Elementen fir die Codierung angenommen haben, hat
der Code ¢ = " Codewdrter. Man spricht auch von einem (m,n)-Code,
wobei m die Blocklange und n die Ordnung des Untervektorraumes ist, die
spater als die Anzahl der (r-naren) Informationssymbole interpretiert wird.

Eine Basis des Untervektorraumes der Dimension n hat n Elemente, und wir
konnen alle Codeworter aus Linearkombinationen der Basisvektoren erzeu-
gen. Hierin liegt ein erheblicher Vorteil von linearen Codes: bei der Uberpri-
fung, ob eine beliebige Kombination der Symbole ein zulassiges Codewort
ist, braucht man nicht alle Codewdrter gespeichert vorliegen zu haben, um
einen Vergleich durchfiihren zu kénnen; eine Uberprifung, ob sie als Line-
arkombination der Basisvektoren zusammengestellt werden kann, genugt.
Wir wollen dies weiter formalisieren und fiihren eine Matrizen-Darstellung
von Codes ein.

linearer Code
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C' sei ein (m,n)-Code, {g1, g2, - . . g} €ine Basis von C. Dann heif3t

g1
g2
G=| 93 1.2-1

L 9n |

Basismatrix ~eine Basismatrix oder eine Generatormatrix des linearen Codes C. G ist
Generatormatrix  eine (n, m)-Matrix vom Rang n. Jedes Codewort (Vektor aus C') ist eindeutig
darstellbar als Linearkombination aus den Basisvektoren ¢, . .. g,:

w = Z G, o; € B. 1.2-2
i=1

Die Vektoren g; werden wir auch in der Schreibweise

gi = (91’191’2 - -gim>

darstellen, so dass G als Matrix geschrieben wird:

gi1 - G9im
G = 9.21 : ) 1.2-3
L gnl ce gnm |
Beispiel 1.2-1:

Das binare Alphabet B = {0, 1} mit der Addition (+) und der Multiplika-
tion (-) entsprechend den Tabellen

+ 0 1 0 1
0| 0 1 0| 0 O
1 1 0 170 1

bildet den Kdrper F» = (B, +, ).

Die 2™m-Tupel v; = (a;1ai2 - - . a;m) (a;; € B) bilden den Vektorraum B™.
Far m = 7 bildet die Basis
1 1 101 0 0
G=(0111010 1.2-4
00111 0 1

einen Untervektorraum der Dimension 3. Er besteht aus den 23 = 8
Codewdrtern des Beispiels 7.3. Die Basis besteht aus den Codewor-
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tern B, C'und D. Jedes der anderen Codewoérter kann als eine Linear-

kombination der Basis dargestellt werden. Soistz.B. H =1-B + 0 -

C+1-D = B+ D. Die Koeffizienten der Basisvektoren (101) legen H

eindeutig fest. Die Codewdrter B, C, H bilden auch eine Basis G’ von
C:

11

G=|01

11

0 0
1 01. 1.2-5
1 1

O = =
o O =
S = O

Die Koeffizienten (001) der Basis G’ legen nun H eindeutig fest.

Da jedes Codewort eine Nachricht darstellt, kénnen wir mit dem Code
genau r™ Nachrichten tUbertragen. Wir kdnnen dabei die Nachrichten jeweils
durch ein n-Tupel a = (ajasy...a,) Mit a; € B festlegen. Wir gehen stets
davon aus, dass die Zuordnung von Codewortern zu den Informations-
n-Tupeln (d.h. Nachrichten) durch eine lineare Abbildung ¢ : B* — B™
mit

pla)=a-G= Zaigi 1.2-6
i=1

beschrieben wird.

Beispiel 1.2-2:

Der lineare Code mit der Generatormatrix G’ aus Beispiel 1.2-1 ermdg-
licht 22 = 8 Nachrichten zu codieren bzw. zu Ubertragen. Seien diese
Nachrichten binar durchgezahlt:

N, 000 1.2-7
Ny, 001
Ny 010
N, 011
Ns 100
Ny 101
N, 110
Ny 111.

Legt man die Abbildung ¢(a) = a - G’ fur die Zuordnung der Nachrich-
ten zu den Codewdrtern fest, so erhalt man fir die Nachricht N, das
Codewort

1
e=[011]-] 0 — [1010011]
1

= = =
O~
— = O
o o
o = O
_ o O

Zuordnung von
Nachrichten zu
Codewortern
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dualer Code

Kontrollmatrix

Definieren wir das Skalarprodukt von Vektoren in der Ublichen Weise, so
konnen wir den zu C orthogonalen Vektorraum C¢ definieren:

Cl={veB™v-w=0 firalewecC}. 1.2-8

C? ist wieder Untervektorraum von B™ und wird deshalb der zu Cduale
Code genannt. Fiir die Dimension von C gilt (Anhang A.2.12)

dim C + dim C* = m. 1.2-9

Es kann gezeigt werden, dass (Od)d = (' ist, und somit ist C' auch der
duale Code von C<.

Sei H eine Basismatrix von ('
hy

H=| :
hmfn

H wird eine Kontrollmatrix (oder Paritdtsmatrix) von C' genannt. Wegen
Gleichung (1.2-9) hat sie den Rang (m — n).

Da durch die Basismatrix ein Vektorraum eindeutig bestimmt ist, ist durch
die Generatormatrix der Code C, durch die Kontrolimatrix der Code C ein-
deutig bestimmt. Umgekehrt ist durch den Coderaum die Generator- oder
Kontrollmatrix nicht eindeutig bestimmit.

Wegen Gleichung (1.2-8) gilt die Beziehung
GH" =0 bzw. HG" =0. 1.2-10

Ist v € B™ und H eine Kontrollmatrix des linearen Codes C, so gilt die
folgende, fir die Paritatspriifung wichtige Aquivalenz:

(veC) e (vHT =0) & (Hv' =0). 1.2-11
Wir wollen diese beweisen.

Es sei v € C. Da C orthogonal zu C' ist, gilt v - v = 0 flr jeden Basisvektor
v’ jeder Basis von C?. Es ist deshalb vHT = 0. Umgekehrt sei vH” = 0,
dann gilt vo’ = 0 fiir jeden Vektor +’ einer Basis von C*. v ist also orthogonal
zu jedem Vektor aus O, v gehort zum Dualcode von C4, also v € C. Somit
haben wir die erste Aquivalenz. Die zweite Aquivalenz gilt wegen vHT =
0« (vHT)T =0« HvT = 0.

Gleichung (1.2-11) liefert uns nun die Moglichkeit zu Uberprufen, ob eine
Kombination aus B™ ein Codewort ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
das Produkt mit einer Kontrollmatrix Hv? = 0 liefert. Hierin ist auch der
Name Kontrollmatrix begrindet.

Tritt bei der Ubertragung eines Codewortes v € C' ein Fehler auf, so erhélt
man beim Empfang eine Kombination £ € B™. Der Fehler kann als Vektor
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e = (k —v) € B™ dargestellt werden. Ist e ¢ C, so kann der Fehler erkannt
werden, denn es ist

s=kH" = (v+e)H  =vH" +eH" #0. 1.2-12

s nennt man das Syndrom des Vektors k bzw. e bezuglich der Kontrollmatrix
H. Wirwerden sehen, dass bei einer geschickten Wahl der Kontrollmatrix oft
aus dem Syndrom noch weitere Hinweise abgeleitet werden kdnnen, z. B.
Uber die Stelle, wo der Fehler im Codewort aufgetreten ist; somit erhalt man
die Moglichkeit, den Fehler zu korrigieren.

Beispiel 1.2-3:
Die Kontrollmatrix
1 000 1 01 hy
H:0100 111:h2 19-13
0010 :11°0 hs
hy
1101100 1]

hat die Dimension 4 und bildet eine Basis des zu C von Beispiel 1.2-
1 dualen Codes C¢. C? hat 2* = 16 Codeworter. Wie man sieht,
kénnen Basisvektoren der Kontrollimatrix Codewdrter von C' sein (wie
hs = F) oder auch nicht (wie h;). Um zu entscheiden, ob ein m-Tupel
v = (0010110 ) € BT ein Codewort von C bildet, braucht man es nicht
mit allen 8 Codewdértern von C' zu vergleichen. Es genugt die Probe, ob
H -vT = 0 ist. Da bereits h,v # 0 ist, ist v kein Codewort von C.

Das Hamming-Gewicht eines Vektors v = (v;...v,,) aus B™ ist definiert
als

W(v)=> p(vi), 1.2-14
i=1
wobei
(v:) = 0 falls v; das Nullelement von B ist
PROT= 1 sonst.

W (v) ist damit genau die Anzahl der von Null verschiedenen Komponenten
von v.

Mit Hilfe von W kdnnen wir den Abstand zwischen zwei Vektoren v, w €
B™ als

d(v,w) =W(v—w) 1.2-15

definieren. Der Abstand d(v, w) ist damit genau die Anzahl der Komponen-
ten, in denen sich v und w unterscheiden, wie wir es in Abschnitt 1.1 bereits

Syndrom

Hamming-Gewicht

Abstand zwischen
zwei Vektoren
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Hamming-Distanz

definierten. Der Abstand d() ist eine Metrik auf dem Vektorraum, denn es
gilt
d(w,w)=0 furallew e B™ 1.2-16
d(w,v) = d(v,w) furallew,v € B™ und
d(v,w) >0 flrv # w.

Wegen W (z) + W(y) > W(x +y) gilt
d(u,v) +d(v,w) =Wu—v)+Ww—w)>Wu—w) =du,w). 1.2-17

Wir kdbnnen nun die Hamming-Distanz , die wir als den Mindestabstand zwi-
schen zwei Codewortern eines Codes definierten, fur einen linearen Code
einfacher angeben. Sie ist genau gleich dem minimalen Hamming-Gewicht,
d. h.

quplg}%{d(v,w)} = r%gl{W(u)} 1.2-18
vFEW uF#0

Denn ist fur ein Paar v, w d(v,w) = Min, so existiert ein Codewort u = (v —
w) € C mit W(u) = Wi Umgekehrt: ist fur ein Codewort v W(u) = Wi,
so ergibt sich mit dem Nullwort das Paar mit d(u,0) = Min.
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Beispiel 1.2-4:

Wir betrachten den (6,4) Code, der durch die Generatormatrix

0 0
10
11
11

e e T
_ o O O

erzeugt wird. Er hat 2*

1
1
0
0

= 16 Codeworter, die man durch Linearkombi-

O = = O

nationen von gy, . .. g4 erhalt.

O R = O =) O O = MFHF OO F O F = O
_ —_ O 0O 0O O, R, OO PR RFRFROO
e e e = R es R es il as B an i ao B an B an)

SO o O P, B P B H = = 2 OO oo

SO P HrH OO OO KK, EFHEH OO+ R+~ O

SO P HF R B OOOCOHFEF, =K O O

g1
g2
g3
94

0
g1
g2
g1+ g2
g3
g3+ g1
g3 + g2
g3t 92+ g
g4
ga+ 9
ga + G2
9gat 92+ G
ga+ 93
gat 93+ q
g4+ 93+ g2

ga+9gs+92+ g1 |

Die Hamming-Distanz ist gleich d = 2.

Da fur
7 1 010
01 0 1

gilt
1 00
1 1 0
HT =

& 1 1 1
1 1 1

= e @ 9

o o = =

O = = O

— O~ O O
|
o oo o
o o oo

S R O = O =

und Rang H = 2, ist H eine Priufmatrix.
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Spalten einer
Kontrollmatrix

H hat den Rang 2, der duale Code C¢ hat somit 4 Codeworter:

000000
101010

d __

O 010101
111111

C? hat die Hamming-Distanz d¢ = 3.

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen dem Hamming-Gewicht und
den Spalten einer Kontrollmatrix — naher untersuchen.

Hat ein Codewort eines linearen Codes das Hamming-Gewicht 17/, so gibt
es ein Codewort v mit W Elementen # 0. Wir kbnnen symbolisch das Code-
wort wie folgt schreiben

¢ = (00C410...0C500...C,0),

wobei wir die (beliebig verteilten) W Symbole # 0 durch C,Cs,...C,
gekennzeichnet haben. Wegen Hv? = 0, ausfiihrlich

0
0
Cy 0
hmfn,l s hmfn;m C.12 0
C
- 0 -

bedeutet dies, dass W Spalten (ndmlich die zu den Koeffizienten C; geho-
renden Spalten) linear abhangig sind. Umgekehrt: ergibt die Summe von k
Spalten mit den Koeffizienten C; # 0 Null, so kann man ein Codewort mit
dem Hamming-Gewicht k£ angeben. Wir stellen somit fest, dass ein linea-
rer Code nur dann die Hamming-Distanz W bzw. das Minimal-Gewicht W
haben kann, wenn jede Kombination von W — 1 oder weniger Spalten von
H linear unabhangig ist. Dies eroffnet uns eine Mdglichkeit, Codes mit einer
gewunschten Hamming-Distanz zu konstruieren.
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Beispiel 1.2-5:

Wir betrachten den Code des Beispiel 1.2-4. Das Codewort g5 + g =
(001010 ) hat das Hamming-Gewicht 2. Die Spalten 3 und 5 von H sind
linear abhangig, denn es gilt

1 1 0
Lol fa] =0
Umgekehrt sind die Spalten 2 und 4 abhangig. Deswegen konnen wir
ein Codewort C' = (010100 ) mit dem Gewicht 2 angeben.

Wir wollen uns nun linearen Codes widmen, die eine Generatormatrix mit
einer sehr einfachen Form haben:

G = [B,:P).

E, ist dabei eine (n x n) Einheitsmatrix (d. h. Diagonalmatrix mit Eins aus
dem Korper B als Diagonalelemente) und P eine beliebige n x (m — n)
Matrix ohne Nullspalte. Man nennt einen Code mit einer solchen kanoni-
schen Generatormatrix einen systematischen Code .

Ist eine Basis eines Vektorraumes gegeben, so erhalt man durch Elemen-
taroperationen (Anhang A.2) an den Basisvektoren wieder eine neue Basis
desselben Raumes. Fir die Generatormatrix bedeutet dies, dass Elementa-
roperationen an den Zeilen der Generatormatrix wieder eine Generatorma-
trix desselben Codes liefern. Eine Vertauschung der Spalten einer Gene-
ratormatrix entspricht der Vertauschung von Symbolen bei der Codierung
der Nachrichten. Diese spielt bei der Fehlererkennung bzw. Fehlerkorrektur
und der Nachrichtentibermittlung oder -speicherung keine Rolle, wenn Sym-
bolstérungen voneinander unabhangig sind. Codes, die Generatormatrizen
haben, die durch elementare Zeilenoperationen und Spaltenvertauschun-
gen ineinander uberfihrt werden kénnen, nennt man (kombinatorisch) aqui-
valent. Es kann nun gezeigt werden, dass jeder lineare Code einen aquiva-
lenten systematischen Code besitzt. In diesem Sinne ist die Betrachtung
von systematischen Codes keine Einschrankung. Wir wollen den Beweis
jedoch nicht weiter ausfuhren.

Es sei G = [E,:P] eine Generatormatrix eines systematischen Codes. Dann
ist

H = [-PiE,,_,) 1.2-19

systematischer Code
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eine Prifmatrix!, denn es gilt

—P
GH" =[E,;P|| ... | =-E,P+ PE,_,=0.
Emfn

kanonische Form der ~ Gleichung (1.2-19) nennt man die kanonische Form der Prufmatrix

Priufmatrix
In der kanonischen Form der Matrizen nennt man die ersten n Stellen der

Codeworter die Informationsstellen, die restlichen (m — n) Stellen die Pruf-
oder Kontrollstellen. Sind die Informationsstellen einer Nachricht vorgege-
ben, so kdnnen wegen der einfachen Form der Generatormatrix die Prif-
stellen unmittelbar als Linearkombination der Zeilen von P (entsprechend
Gleichung (1.2-6) angegeben werden.

Beispiel 1.2-6:
Wir greifen wieder das Beispiel 1.2-4 auf. Die Generatormatrix in der
kanonischen Form lautet:

1 000 10
01 00 0 1
G = ,
0010 1 0
|00 01 0 1]
somit ist
10 P1
p= |0 L] _|P
10 P3
01 p4

Da bei der Modulo 2 Addition —1 = +1, haben wir

. 1010 :10
H= {—PT:EQ} = ,
01 01:01
1 — bedeutet hierbei die Bildung des Inversen bezlglich der Addition; 7' bezeichnet

die transponierte Matrix (d. h. die Matrix, in der die Zeilen und Spalten vertauscht
wurden).
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und es gilt
101
1000 :10 0 1
01 00°¢:01 L0
GHT = ' 0 1 1.2-20
00 10¢:10
000110 1] 1 0
. 0 1 ]
(100 0 10 10
o100 01+01_10
10010 10 10 0 1
| 000 1 0 1 0 1
(1 0 10 00
_01+01_00
110 101 |00
|01 0 1 0 0

Sind die Informationsstellen einer Nachricht v vorgegeben, v =
(1001xy ), so errechnen sich die Prifbits zu

(zy) = (p1) + (pa) = (10) 4 (01) = (11).

Wir haben bereits gesehen, dass wir, um einen linearen Code mit der
Hamming-Distanz W zu erhalten, lediglich dafiir zu sorgen brauchen, dass
die Kontrollmatrix H so gewahlt wird, dass jede Kombination von (W — 1)
oder weniger Spalten von H linear unabhangig ist. Dies ist im allgemei-
nen nicht einfach. Fir einen linearen bindren Code, dessen Kontrollmatrix
k Zeilen haben soll, ist es jedoch besonders einfach, die Spalten von H so
zu bestimmen, dass sie alle verschieden und somit paarweise unabh&ngig
werden. Man braucht lediglich alle moglichen 2¥ — 1 von Null verschiedenen
Kombinationen mit & Elementen aus {0,1} zu bilden und sie als Spalten
zu nehmen. Durch eine geeignete Reihenfolge der Spalten kann man die
Matrix in die kanonische Form bringen. Den so gewonnenen Code C} nennt
man den bindren Hamming-Code . Er hat die Hamming-Distanz d = 3,
denn 2 Spalten von H sind stets linear unabhéngig, wahrend es 3 Spalten
gibt, die linear abhangig sind.

Beispiel 1.2-7:
Wir erhalten C4, den Hamming-Code mit 4 Kontrollzeilen, indem wir alle
24—1 = 15 von Null verschiedenen Kombinationen mit 4 Elementen aus

bin&rer
Hamming-Code
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{0,1} bilden und die so gewonnenen Spalten in die kanonische Form

bringen:
(000011 11111:1000]
g [01 1100011110100
10110110011:00°1°0
(1101 1010101:000 1|
Somit ist
(10000000000 :00T11
010000000O00O0¢:O0T101
00100000000O0¢:O01T10
000100000O00O0¢:O0T1T11
000010000O00O0¢: 1001
Gi= 000001 00000G:10T10][
00000010000O0¢: 1011
00000001000°¢:1100
000000O0O0100°:1101
0000000O0O0T1O0¢: 1110
 00000000O0GO0TL: 1111,

und der Code hat 2!! Codeworter.

r—narer Es sei an dieser Stelle davor gewarnt, fir ein r-nares Alphabet den
Hamming-Code  Hamming-Code durch alle »* — 1 Kombinationen der Elemente angeben
zu wollen. Fir jeden Spaltenvektor erhalt man namlich durch die Multipli-
kation mit den (r — 1) von Null verschiedenen Elementen des Alphabetes

(r — 1) verschiedene, jedoch abhangige Elemente, so dass insgesamt

rk—1
r—1
linear unabh&ngige Spalten lbrig bleiben. Der Hamming-Code hat dann die
Lange
ko
m— 1 1.2-23
r—1
Beispiel 1.2-8:

Wir wollen eine Prufmatrix des Hamming-Codes mit dem Alphabet aus
3 Elementen {0, 1,2}, der Modulo 3 Addition und Multiplikation, und 3
Prufstellen aufstellen. Wir bilden alle Kombinationen mit drei Elementen
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aus {0, 1,2} und streichen die von den vorhergehenden linear abhangi-
gen Kombinationen und erhalten im Einzelnen:

666 100 200
001 101 201
662 102 202
010 110 216
011 111 21t 1.2-24
012 112 2312
626 120 220
621 121 221
622 122 222.

Der Code besteht somit aus Codewdrtern der Lange

3P 1
= :1
3—1 3

m

und die Priufmatrix in der kanonischen Form lautet:

0011111111%100
H={1100111222%t01°0]- 1.2-25
1212012012001

Der Hamming-Code hat die Hamming-Distanz d = 3, 3 Paritatsstellen
und 10 Informationssymbole.

Der Begriff Effizienz B = £ . 5 kann auch fur die Kanalcodierung
anwendet werden. Fir die Effizienz des bindren Hamming-Codes mit &
Prufstellen und der Blocklange m = 2F — 1 erhalten wir fur eine Quelle
mit 2" gleichverteilten Nachrichten (Quelle mit maximaler Entropie H(X) =

Hyox (X) = n)

p=—"-/. — 2 D7 r gt 1.2-26

Die Effizienz steigt somit fur grof3e k auf 1.

Fir den r-naren Hamming-Code mit £ Prifstellen und der Blocklange m gilt
entsprechend (siehe (1.2-23))

k(r—1)

rk—1 "~

E=1- 1.2-27

Wir hatten bereits in Abschnitt 1.1 gesehen, dass, um ¢t Fehler pro Wort

korrigieren zu kénnen, die Ungleichung r™" > Z;O ( m ) (r —1)1(1.1-6)
7

Effizienz der
Kanalcodierung
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verkurzter
Hamming-Code

gelten mul3. Fir Hamming-Codes gilt diese Ungleichung mit Gleichheitszei-
chen, denn fur ¢t = 1 erhalten wir daraus

Tt > 14+ m(r—1)
oder
rF > 14+ m(r—1)

bzw.

rk—1
r—1

> m.

Wie wir gesehen haben, gilt (1.2-23)

rk—1

r—1

=Tm.

Da wir einzelne Spalten der Kontrollmatrix weglassen kénnen, ohne die
Hamming-Distanz zu verringern, kénnen wir bei der Suche nach einem
Code mit d > 3 (bzw. ¢t > 1) fur die Codierung von n Informationssymbo-
len wie folgt verfahren:

Zunéchst bestimmen wir £ = m — n bei vorgegebenem n, so dass die
Ungleichung (1.1-6) mit t = % = 1 erfullt wird. Dann bestimmen wir
den Hamming-Code Cj. AnschlieRend streichen wir so viele Spalten der
Kontrollmatrix H;, bis n Informationssymbole verbleiben. Der so erhaltene

Code wird als verktrzter Hamming-Code bezeichnet.

Beispiel 1.2-9:

Es ist eine binare Codierung fir 10-Informationsbits (d. h. 2!° Nachrich-
ten) mit der Hamming-Distanz d > 3 gesucht. Fir verschiedene £ und
m = k + n sowie d = 3 erhalten wir:

E m 28 m+1

1 11 2 12
2 12 4 13 1.2-28
3 13 8 14
4 14 16 15

Es geniigen also 4 Paritatsbits, um die Ungleichung (1.1-6) mit¢ = 1
zu erfillen, d. h. fur 2% > 1+ m. Wir nehmen den Hamming-Code Cj (s.



1.2 Lineare Codes

1-25

Beispiel 1.2-6) als Ausgangscode und streichen eine Spalte (z.B. die
erste), um die Kontrollmatrix

-000 1111111 1000-
K— 11100011171 0100
01101100171 0010
| 101 1010101 000 1]

zu erhalten. K erfullt unsere Anforderung d > 3.

Wir sehen uns nun das Syndrom eines bindren Hamming-Codes  etwas
genauer an, und zwar bei einer fehlerhaften Ubertragung. w € C sei das
gesendete Codewort, es liege ein einfacher Fehler an einer beliebigen Stelle
vor. Der empfangene Code ist w + e, wobei e aus m Komponenten besteht,
von denen alle bis auf eine Null sind. Wir haben

s=(w+e)  H =wH" +eH" =eH" #0.

Symbolisch haben wir eine Gleichung der Form

m n
[0001000000] [ 1 n
! W_AAAW
eH' = i|0X00X000X0 m = [0X00X000X0] =s

Wir haben angenommen, dass der Fehler im i-ten Symbol auftritt, d. h. an
der i-ten Stelle in e haben wir eine 1 gesetzt. Alle Elemente in der i-ten
Spalte von H (i-te Zeile von HT), die nicht gleich 0 sind, haben wir mit x
bezeichnet. Das Syndrom weist genau an diesen Stellen von Null verschie-
dene Elemente auf. Da alle Spalten von H verschieden sind, ist damit die
Stelle i genau lokalisierbar. Es ist die Spalte, die mit s identisch ist. Auf diese
Weise kdonnen wir die Fehlerstelle lokalisieren und korrigieren. Falls wir H
nicht in der kanonischen Form, sondern (binér) geordnet aufstellen, gibt das
Syndrom die (binare) Adresse der Fehlerstelle an.

Syndrom eines
bin&ren
Hamming-Codes
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Beispiel 1.2-10:
Wir konstruieren den Hamming-Code mit drei Kontrollstellen C3 und
ordnen die Spalten der Kontrollmatrix H3 nach deren binarer Wertigkeit.

00011T171
Hy=[{0 110011
1010101

w = (1011010 ) ist ein Codewort, denn es gilt

00 1
010
01 1

w-Hi = (101 1010)|100]| =00 0).
1 01
110
101 1]

Liegt ein Fehler an der 4-ten Stelle vor, d. h. e = (0001000 ), bzw. v =
w + e = (1010010 ), so erhalten wir

001
010
011
s=v-H' =(1 0100 10)[100]|=(100).
101
110
11 1
1.2-31

Es wird also die Fehlerstelle bindr 100 = 4 angezeigt.

Lagen zwei Fehler z.B. in der 4. und 5. Stelle mit e = (0001100 ) vor,
so erhielte man als Syndrom (001). Der Fehler wirde also erkannt.
Falls man nicht weil3, dass ein Doppelfehler vorliegt, wirde man schlie-
Ren, dass ein Einfachfehler an der Stelle 001 = 1 vorlage. Das zeigt
deutlich, dass man bei Hamming-Codes nicht gleichzeitig einen Feh-
ler korrigieren und zwei Fehler erkennen kann, sondern man kann nur
alternativ entweder zwei Fehler erkennen oder einen Fehler korrigieren
- wobei im zweiten Fall schon vorher festliegen muf3, dass mehr als ein
Fehler nicht auftreten darf.

erweiterter ISt ein bindrer Hamming-Code mit d > 3 bekannt, so ist es einfach, einen
Hamming-Code  erweiterten Code, den erweiterten bindren Hamming-Code Cy mitd > 4
anzugeben. Man erweitere den Hamming-Code um eine Paritatsstelle und
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bilde H’, indem man H eine Spalte mit Nullen und eine weitere Zeile mit
Einsen hinzufugt. Der Code C; mit der Kontrollmatrix

H' 1.2-32

0
0
0
0

11 1 1 1

hat wegen der Kontruktionsvorschrift stets d > 4. Denn wie bisher sind zwei
Spalten von H' stets unabhangig. Wegen der Einsen an der letzten Stelle
bei allen Spalten sind auch 3 Spalten stets unabhangig.

Beispiel 1.2-11:
Wir betrachten Hs und erweitern es zu Hj.

01 11:100
Hy=11011:010 1.2-33
(1 101:001
(01 11:1000]
g |10 10100
1101:0010
10111 P11 11

Wir kbnnen nun auch die Kontrollmatrix in der kanonischen Form ange-
ben

0111
1 011
1101
1110

1
0
0
0

000
1 00
010

0 01

und erhalten als Generatormatrix

=
I

1000
0100
0010
0 001

0
1
1
1

1
0
1
1

_ O = =
[ R R
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Selbsttestaufgabe 1.2-1:

a. Geben Sie die Generatormatrix G und die Prifmatrix H eines syste-
matischen Codes in der kanonischen Form an, und zeigen Sie den
Zusammenhang zwischen ihnen auf.

b. Stellen Sie an einem Beispiel dar, wie sich ein Codewort aus einem
gegebenen Informationswort und der Generatormatrix des Codes
ergibt.
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2 Versuchsaufbau

Der Versuch ist als Online-Versuch realisiert. Nach einer Anmeldung mit
Benutzernamen und Kennwort wird eine Benutzerschnittstelle entspre-
chend Abb. 2-1 dargestellt. In der linken Menuleiste hat man die Mdglichkeit
zwischen einzelnen Versuchen zu wechseln. Die Aufgabenstellung eines
Teilversuches ist unterhalb der jeweiligen Versuchsuberschrift dargestellt.

VERSUCH KS 2

KANALKODIERUNG

»»»»»

aaaaaaaaaa

3 3 % X X X X X X X X% &

Abb. 2-1: Benutzerschnittstelle

Ist eine Aufgabe bearbeitet, kann mit dem Button Uberpriifen  eine Uber-
prufung der Losung eingeleitet werden. Bei dieser Uberpriifung wird die
Ldsung an einen Korrekturserver geschickt und dort gepruft. Ist die Antwort
richtig, wird die Aufgabe als Bestanden gewertet und in der linken Menu-
leiste erscheint neben der Versuchsnummer ein Haken.

Eine in diesem Versuch simulierte Ubertragungsstrecke pragt einem Sen-
designal Stoérungen auf. Diese Stérungen kdnnen verschiedene Ursachen
haben. Beispiele sind das Rauschen der gesamten Strecke, das Neben-
sprechen bei mehradrigen Kabeln, das durch kapazitive oder induktive
Kopplungen zwischen den Aderpaaren entsteht oder auch Stossbelastun-
gen und Schaltvorgénge, die im Bereich der Strecke auftreten. Fuhrt eine
solche Stérung zu einem Fehler, so bedeutet dies, dafl? bei den empfan-
genen Datenbits einzelne oder auch mehrere Bits umgekippt werden, d. h.
im Empfanger wird auf den falschen, entgegengesetzten Zustand des Bits
geschlossen. Auch bei der im Praktikumsversuch verwendeten Ubertra-
gungsstrecke treten Stoérungen, die Bitverfalschungen zur Folge haben, auf.

Bei der Leitungscodierung werden die diskreten Signale in zwei- oder mehr-
stufige Impulse fur die physikalische Ubertragung auf der Leitung gewan-
delt. Auf der Ubertragungsstrecke des Versuchsaufbaus wird als Leitungs-
code ein sogenannter modifizierter AMI-Code (Alternate Mark Inversion)
verwendet. Der "normale” AMI-Code gehort zu der Klasse der pseudoter-
naren Codes und hat die folgende Codiervorschrift:
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Logische O Logische 1

T # _I # [
- Y |

alternierend

v

Abb.2-2: AMI-Code

Pseudoternare Codes sind Codes, die dreistufige (ternare) Signale verwen-
den um binére Signale zu codieren. Sie weisen deshalb stets Redundanz
auf, die haufig dazu verwendet werden kann, auftretende Fehler zu erken-
nen. Beim AMI-Code wird die Eins alternierend als +A und -A codiert, es
treten also nie +A, +A oder -A, -A (gegebenenfalls mit Nullen dazwi-
schen) auf. Ein Fehler der +A in -A oder umgekehrt verwandelt, kann falls
es sich um Einzelfehler handelt stets erkannt werden. Der AMI-Code hat
keine Gleichstromkomponente und hat im allgemeinen einen ausreichen-
den Taktgehalt, wenn Nullfolgen vermieden werden. Der AMI-Code wird
bei PCM-Systemen insbesondere PCM24 und PCM30 h&ufig angewandt.
Auch im ISDN wird er auf der S-Schnittstelle genutzt. Hier wird ebenso wie
bei dem Versuchsaufbau ein sogenannter modifizierter AMI-Code verwen-
det. Dies bedeutet, dal3 er mit umgekehrter Polaritat gesendet wird, damit
bei der Ubertragung einer logischen Null, z. B. bei Sprachpausen, stets +A
gesendet wird.
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ASCII-Codierung

Tab. 2-1:

ASCII

hex
68
69

6A
6B
6C
6D
6E
6F
70
71

72
73
74
75
76
77
78
79

7A
7B
7C
7D
7E

ASCII

hex
50
51

52

53

54
55

56
57

58

59

5A
5B
5C
5D
S5E
5F
60
61

62
63
64
65
66
67

ASCII

hex
38
39

3A
3B
3C
3D
3E
3F
40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

4A
4B
4C
4D
4E
4F

ASCII

hex
20
21

Space

22
23
24
25
26
27
28
29

CR

%

2A
2B
2C
2D
2E
2F
30
31

32
33
34
35
36
37
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3 Aufgabenstellung und Versuchsdurchfiihrung

3 Aufgabenstellung und
Versuchsdurchfthrung

Die Versuchsdurchfihrung ist in mehrere Abschnitte eingeteilt. Im ers-
ten Teil soll die digitale Ubertragungsstrecke mit dem Leitungscode unter-
sucht werden. Die Versuchsteile 1 bis 3 beschéaftigen sich mit einfachen
Sicherungsmassnahmen der Ubertragungsstrecke und im Teil 4 werden
Hamming-Codes behandelt.

Versuch 0 In diesem Versuch wird ein bestimmter ASCII-codierter Buch-
stabe (Tabelle 2-1) periodisch wiederkehrend Ubertragen. Der Beginn
einer Datenubertragung wird dem Empfangerprozess Uber eine Code-
verletzung des modifizierten AMI-Codes angezeigt. Informationen
werden in folgendem Rahmen Ubertragen:

Flag Information Flag

| 00000000 | XXXXXXXO0| 00000000

1 1 1 1
cv LSB MSB cv

Auf dem Oszilloskop wird ein idealisiertes Rechecksignal dargestellt.
Bei einer realen Ubertragungsstrecke treten bedingt durch die physi-
kalischen Eigenschaften der Sender- und Ubertragungshardware und
des Ubertragungsweges Signalverformungen auf. Skizzieren Sie das
so zu erwartende Signal fur einen beliebigen Buchstaben. Bestimmen
Sie aus dem Oszillosgraphenbild die Ubertragungsgeschwindigkeit
des Systems (bit/s) und den dezimalen Wert des gesendeten Buch-
staben.

Versuch 1 Die Informationen werden zeilenweise tbertragen und sind mit
einer zeilenweisen Paritatsprifung zu versehen. Danach ist das emp-
fangene Signal bezlglich Fehlererkennung und -korrektur zu bewer-
ten.

Versuch 2 Die Informationen werden nun spaltenweise Utbertragen, jedoch
mit zeilenweiser Paritatsprufung versehen. Paritatsprifung und
Bewertung zu Fehlererkennung und -korrektur sind in den jeweili-
gen Unteraufgaben durchzufthren.

Versuch 3 Nach einer zeilenweisen Ubertragung sowohl mit Zeilen- als
auch Spaltenparitat mussen in den folgenden zwei Teilversuchen zwei
empfangene Datenwoérter zu Fehlererkennung und -korrektur bewertet
werden.
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Versuch 4 In diesem Versuch wird der Einsatz eines binaren Hamming-
Codes mit 4 Kontrollstellen untersucht. Zur Erzeugung der Kontroll-
stellen ist folgende Generatormatrix G zu verwenden:

1000000:001°1
01 00000°:010°1
0010000°:0110
G=100010007:1001
0000100:1010
0000010:1100
(0000001 :1110]

Nach dem Eintrag der Kontrollstellen als Sicherungsmal3nahme ist im
nachsten Teil die zu GG gehdrige Kontrollmatrix H zu bestimmen.

In Teil 3 soll das Syndrom zu jeder empfangenen Zeile bestimmt wer-
den und im letzten Teil soll aus dem Syndrom auf die Spalte geschlos-
sen werden, in der ein Fehler aufgetaucht ist.

Untersuchen Sie bei jedem Teilversuch, ob Ubertragungsfehler (Bitverfal-
schungen) aufgetreten sind und welche Auswirkungen sie ggf. auf den
gesendeten Text haben. Bestimmen Sie, ob der aufgetretene Fehler durch
das jeweilige Sicherungsverfahren erkannt und sogar ggf. korrigiert werden
kann.

Der Versuch wird direkt nach der Durchfihrung von dem Betreuer als
erfolgreich anerkannt, wenn von jedem einzelnen Teilnehmer die Lésungen
der Versuchsvorbereitungsaufgaben und von der Gruppe ein gemeinsam
erstelltes Protokoll der Versuchsdurchfiihrung vorgelegt wird.



Diese Seite bleibt aus technischen Griunden frei.
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4 Versuchsvorbereitung

Arbeiten Sie vorab die gesamte Versuchsbeschreibung sorgfaltig durch, ins-
besondere sind die Ausfuihrungen zur Kanalcodierung von zentraler Bedeu-
tung fur die Versuchsdurchfihrung. Wahlen Sie bereits bei der Versuchs-
vorbereitung die Zeichenfolge aus, die Sie wahrend der Versuchsdurchfih-
rung Ubertragen wollen und bestimmen Sie fUr diese Zeichenfolge den 7 Bit
ASCII-Code (Tabelle 4.1). Bestimmen Sie flr jeden Teilversuch ausgehend
von den Bitfolgen die entsprechenden Sicherungsbits.

Lésen Sie die im folgenden gestellten Aufgaben mit Hilfe der Erlauterun-
gen in dieser Versuchsbeschreibung. Die Losungen sind vor Versuchsbe-
ginn von allen Versuchsteilnehmern mit dem Betreuer zu besprechen.

Aufgabe 1

Welches Signal wird ibertragen, wenn die Ubertragungsstrecke aktiviert ist
und keine Nutzdaten Ubertragen werden?

Aufgabe 2

Wie wird bei dem gegebenen Versuchsaufbau dem Empfanger der Beginn
einer Nachricht mitgeteilt? Stellen Sie das entsprechende Signal graphisch
dar.

Aufgabe 3

Eine Nachricht bestehe aus 5 alphanumerischen Zeichen, die nach dem 7
Bit ASCII-Code (Tabelle 4.1) codiert sind. Als Sicherungsmafinahme werde
die Spalten- und Zeilenparitéat eingesetzt. Bestimmen Sie die Anzahl der
Bits, die beim Senden des Datenpakets insgesamt Ubertragen werden mus-
sen. Entwerfen Sie fur ein beliebiges Beispiel eine Fehlersituation und skiz-
zieren diese in einer Tabellenschreibweise, bei der weder bei Uberprifung
der Spaltenparitat noch bei Uberpriifung der Zeilenparitat der Fehler erkannt
werden kann.

Aufgabe 4

Was versteht man unter dem Abstand zwischen zwei Codewdrtern, und wel-
cher Zusammenhang ergibt sich mit dem Begriff Hamming-Distanz eines
Codes?
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Aufgabe 5

Bestimmen Sie fur die nachfolgend aufgefiihrten Codewoérter die Hamming-
Distanz und machen Sie eine Aussage, wieviele Fehler stets erkannt wer-
den koénnen.

00000 4
11010
01101
10110

S Q% =

Aufgabe 6

Geben Sie die Generatormatrix G und die Prifmatrix H eines systemati-
schen Codes in der kanonischen Form an, und zeigen Sie den Zusammen-
hang zwischen ihnen auf.

Aufgabe 7

Stellen Sie an einem Beispiel dar, wie sich ein Codewort aus einem gege-
benen Informationswort und der Generatormatrix des Codes ergibt.
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A Lineare Algebra

A.1  Korper, Ringe, Gruppen

Es sei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und + und - zwei
Abbildungen (K x K — K), die wir Addition und Multiplikation nennen.

1. Ein Korper ist ein Tripel (K, +, -), fur das folgende sieben Axiome gel-
ten:

Fur die Addition:
Al Das Assoziativgesetz: Va, b, c € K qilt
a+(b+c) = (a+b)+ec.
A2 Das Kommutativgesetz: Va, b € KQqilt
a+b=>b+a.
A3 Existenz von Null und Inversen: Es gibt ein n € K mit
a. nist ein neutrales Element (Null), d. h. Va € Kqilt
a+n=n-+a = a,
und

b. Va € Kexistiert ein inverses Element, d.h. Va € K 3 —a €
Kmit

Far die Multiplikation:
M1 Das Assoziativgesetz: Va, b, c € Kqilt
a-(b-c) = (a-b)-c
M2 Das Kommutativgesetz: Va, b € Kqilt
a-b=>b-a.
M3 Existenz von Eins und Inversen: Es gibt ein e € Kmit

a. e st ein neutrales Element (Eins), d. h.Va € Kgilt

und

b. Vac K,a+#n,3a"! € K mit

Korper
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A Lineare Algebra

Ring

Gruppe

Galoisfeld

Charakteristik

Unterkorper

Ordnung eines
Elementes

primitives Element

Fir die Addition und Multiplikation:
D Das Distributivgesetz: Va, b, ¢ € Kqilt
a. (a+b)c = ac+ be,
b. a-(b+c) = ab+ ac'.

Ein Ring ist ein Tripel (R, +,-), fir das die finf Axiome Al — A3 und
M1 und D gelten. Gilt zusatzlich M2, so spricht man von einem kom-
mutativen Ring.

Eine Gruppe ist ein Paar (M,+)(additive Gruppe) oder
(M, -)(multiplikative Gruppe), fur das die beiden Axiome Al, A3
(additive Gruppe) bzw. M1, M3 (multiplikative Gruppe) gelten. Gilt
zusatzlich A2 bzw. M2, so spricht man von einer kommutativen
Gruppe.

K sei ein Korper mit ¢ Elementen.
K ist bis auf Isomorphie durch ¢ bestimmt.
Man nennt K Galoisfeld ¢ — ter Ordnung und schreibt auch GF(q).

Es gibt eine Primzahl p und ein m € N, mit ¢ = p™. p heildt
Charakteristik von K.

Ein Korper (K, ®,®) heildt Unterkdrper des Korpers (L, +,-), wenn
Va,b € K qilt

a. KCL 1
b. a®b=a+b
a®b=ua-b

GF(p) ist ein Unterkorper von GF(q) genau dann, wenn

g = p™ fUreinm € N.

Die Ordnung eines Elementes « des Korpers K ist definiert als
Ordnung(a) = Min{y € IN|a" = 1}.
Fir einen endlichen Korper mit ¢ Elementen gilt a4~ = 1.

Ein Element der Ordnung (¢ — 1) nennt man ein primitives Element .

D(b) folgt aus M2 und D(a), brauchte also nicht getrennt gefordert zu werden.
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A.2 Vektorraume

K sei ein beliebiger Korper.

1. Ein Vektorraum Uber K ist ein Tripel (V,+,-), wobei V' eine nichtleere
Menge und + und - zwei Abbildungen sind,

+: VxV —=1V Addition von Vektoren ,
K xV —V  Skalare Multiplikation ,

fur die folgende vier Axiome gelten:

V1 Das Paar (V,-+) ist eine kommutative Gruppe, d.h. es gelten
Al, A2, A3 fur (V, +)

V2 Va,b € Vund a € Kgelten die Distributiv-Gesetze:

(a+ B)a = aa+ Ba 2
ala+b) =aa+ ab

V3 Va, 3 € K,a € Vgilt das Assoziativgesetz
a(fa) = (af)a.

V4 Fir das Einselement ex € K und jedes a € Vist

e - a = a.

2. (V,+,-)und (U, ®, ®) seien VektorrAume uber einem beliebigen Kor-
per K. U heil3t Untervektorraum von V, wenn gilt:

Ul: UcCV 3
U2: adb=a+b Ya,b € U
a@a=«a-a VaeUaeceK

3. Sei V ein Vektorraum, I eine Indexmenge, (v;|i € I) eine Familie von
Vektoren aus V. Es sei

x|z € V und es gibt eine endliche Teilmenge
<wyliel >=< iel,sowie a; € K firi € I' mit
T =) iep Qi
Es kann gezeigt werden, dal3 < v;|i € [ > ein Untervektorraum von

V ist. <> wird deshalb der von (v;|i € I) erzeugte Untervektorraum
genannt und (v;|i € I) das erzeugende System von U.

Vektorraum

Untervektorraum

erzeugendes System
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A Lineare Algebra

4,

Linearkombination
linear unabhangig 5.
Basis 6.
7.
8.
9.

Dimension
10.
11.

Elementaroperationen
12.

orthogonaler
Vektorraum

V' sei ein Vektorraum, I eine Indexmenge, (v;|i € I) eine Familie von
Vektoren aus V. Unter einer Linearkombination versteht man jede
endliche Summe der Form

mit I’ C [ endlichund o; € K furi e I'.

Eine Familie (v;|i € I) von Vektoren aus V heif3t linear unabhangig
genau dann, wenn sich kein v;(i € I) als Linearkombination der Fami-
lie (v,|j € I\{i}) darstellen IaRt.

Eine Familie (v;|: € I) von Vektoren aus V' heif3t eine Basis des Vek-
torraumes V' genau dann, wenn (v;|: € I) ein erzeugendes System
von V istund (v;|i € I) linear unabhangig ist.

Folgende Aussagen sind aquivalent:
a. (vli € I)ist eine Basis.

b. Jedes a € V laldt sich eindeutig als Linearkombination der Familie
(v;]i € I) darstellen.

Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis.

Ist V' # {0y} (Nullelement von V') ein endlich erzeugter Vektorraum
uber K, und ist (vy, ... v,) eine Basis von V, so definiert man

dimgV :=n
als die Dimension von V bezuglich K.

Sei V ein Vektorraum und n € N. Es ist dimV = n genau dann, wenn
es n linear unabhangige Vektoren in V' gibt, n 4+ 1 Vektoren aus V" aber
immer abhangig sind.

Ist eine Basis eines Vektorraumes gegeben, so erhédlt man durch
Elementaroperationen an einer Basis eine neue Basis des Vektor-
raumes. Elementaroperationen sind: Vertauschen von Basisvektoren,
Multiplikation eines Basisvektors mit einem Koérperelement o € K, « #
Ok, Addition eines mit einem Korperelement multiplizierten Basisvek-
tors zu einem anderen Basisvektor.

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, in dem zusatzlich ein
Skalarprodukt u - v € K fur beliebige Elemente u,v € V definiert ist,
U ein Untervektorraum von U. Den Vektorraum

Ut ={veVp-u=0 firalle u € U}

nennt man den zu U (bezuglich V') orthogonalen Vektorraum  ortho-
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gonaler VektorraumEs gilt

dimU + dimU? = dimV.
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