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Vorwort zum Kurs

Die Graphentheorie ist heute ein wichtiges Hilfsmittelrbestudium komplexer
Probleme in verschiedenen Wissenschaften wie auch intdimeknwendungsbe-
reichen.

Der universelle Charakter der Graphentheorie hat seingpruing in der Einfach-
heit der Struktur von Graphen: die Konzepte und ErgebnisseGdaphentheorie
sind immer dann anwendbar, wenn ein System zu modellietemislem Paare
von Objekten in einer Beziehung stehen kdnnen. Die strak&Einfachheit (und
damit auch Anschaulichkeit) zusammen mit dem interdigzipén Charakter geben
der Graphentheorie viel von ihrem besonderen Reiz. Ber éloglellierung durch
Graphen bleiben natirlich stets (mitunter wichtige) Agpatkes zu untersuchen-
den Systems unberilcksichtigt, weshalb die erzielten Bigeb mit Zurtickhal-
tung interpretiert werden mussen. Dies dirfte besondesofiialwissenschaftliche
Anwendungen der Graphentheorie zutreffen.

Historisch hat die Graphentheorie viele Urspringe, di@ao#t Ratseln oder Spielen
erwachsen sind. Viele Konzepte und Ergebnisse sind dableifach eingefuhrt
bzw. erzielt worden. Einige markante Stationen sollen &idgefthrt werden:

1737 Euler 16st das Konigsberger Briickenproblem.

1847 Kirchhoff verwendet graphentheoretische Uberlegarzgir Analyse elek-
trischer Netzwerke.

1852 Guthrie wirft gegenuiber deMorgen die Vierfarbenvetmg als Problem
auf, das 1878/79 von Cayley noch einmal 6ffentlich gestehid.

1857 Cayley untersucht die Isomeren geséttigter Kohlessva®ffe und
bestimmt die Anzahl der Geriste vollstandiger Graphen.

1859 Hamilton erfindet ein Spiel, bei dem entlang der Kanteaseregularen
Dodekaeders eine geschlossene Linie zu finden ist, die jekie genau einmal
berthrt.

1890 Heawood beweist, dal’ jeder planare Gfafiarbbar ist.

1927 Menger beweist, dal? in jedem zusammenhangenden GrdEh&lin-
destanzahl von Ecken, deren Wegnahme zwei nicht benaehBantkte unver-
bindbar macht, gleich der Maximalzahl eckendisjunkter Vegischen diesen
Punkten ist.

1930 Kuratowski beweist, dal ein Graph genau dann planavesin er bis auf
Homoomorphies; oder K 5 nicht als Teilgraphen enthait.

1936 Das erste Buch tber Graphentheorie erscheint in IgeipzKonig, Theo-
rie der endlichen und unendlichen Graphen.

Hier wollen wir die Aufzahlung abbrechen. Die folgende Zsttgekennzeichnet
durch das Eindringen der Graphentheorie in immer mehr Adwegsbereiche, auf
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der anderen Seite durch eine intensive innermathematiotveicklung der Gra-
phentheorie selbst. Dabei bestimmt neben den Anstosseawdan zunehmend
auch eine innermathematische Dynamik diese Entwicklung.

Besonders stirmisch wurde die Entwicklung der Graphenihegoden letzten Jahr-
zehnten durch die Verfugbarkeit immer leistungsfahigBechner. Wie allgemein
fur die sog. Kombinatorische Optimierung gilt insbesorediér die Graphentheo-
rie, dafld viele Probleme praktisch l6sbar wurden, nachdenvaiher wegen der
gro3en Anzahl durchzufiihrender Rechenoperationen maefatriretbarer Zeit bear-
beitet werden konnten. Viele dieser Probleme kommen ausabpes Research
oder Informatik.

Eine besondere Station in der Entwicklung der Graphenibeau( allerdings noch
herausgehoben werden: im Jahre 1976 bewiesen Appel unchHieRichtig-
keit der Vierfarbenvermutung, die mehr als hundert Jalng &s einfachsten und
zugleich faszinierendsten ungeldsten Probleme der Mathkegegolten hatte. Bri-
sant an dem Beweis ist, dass zur Untersuchung einer groReshAgleichartiger
Féalle die Hilfe eines Computers in Anspruch genommen wurtt es fir Men-
schen praktisch kaum maglich ist, diese Falle einzeln (dtiife eines Rechners)
nachzuprufen.

Im vorliegenden Kurs ist die Auswahl des gebotenen Stofagotsachlich unter
dem Aspekt der Anwendungen in der Elektrotechnik erfolgésikonnte nur eine
grobe Leitlinie sein, denn schon die Einordnung des Staffelas "Gebaude” der
Graphentheorie verlangt auch ein Eingehen auf nicht uatbét praxisrelevante
Bereiche. Im zweiten Teil des Kurses spielen insbesondéuéallsgraphen” eine
grof3e Rolle. Auf Farbungsprobleme wird in dem Kurs nichgegangen, obwohl
das Vierfarbenproblem auch fir die Herausbildung der Geafiteorie von zentra-
ler Bedeutung war.

Methodisch wird in dem Kurs der Stoff vorwiegend vom algamiischen Stand-
punkt her entwickelt. Fur ein solches Vorgehen ist ein ksirfgengehen auf die
Theorie der Algorithmen, wie sie in Logik und Theoretischdormatik betrieben
wird, notig.

Der erste Teil des Kurses hat neben der Vermittlung der degedden Begriffe der
Graphentheorie das Herstellen eines Grundverstandrissgise Theorie der Algo-

rithmen zum Inhalt. Ferner werden einige der "klassisch@rdphenalgorithmen
behandelt (z. B. zur Bestimmung kurzester Wege), die inchgeslensten Anwen-
dungen ein Rolle spielen.

Der zweite Teil des Kurses ist einigen speziellen Anweneuarder Graphentheorie
in der Elektrotechnik gewidmet.

Die behandelten mathematischen Satze werden in der Reigtbndig bewiesen.

Es gibt zwei Ausnahmen von dieser Regel: Handelt es sich nem&atz mit einem
technisch komplizierten Beweis, so dass der grof3e AufwasdBiweises zu der
Bedeutung des Satzes fur diesen Kurs in einem MiRverhdtalst, so wird nur

die Beweisidee angedeutet. Geht es gar um einen Satz, @éeatlei nicht zu dem



Stoff dieses Kurses gehort, sondern mehr dem Ausblick ayreazende Bereiche
der Graphentheorie dient, so ist der Beweis ganz weggelasse

An Voraussetzungen fur das Studium des Kurses sind notigadteautheit mit der

Mengensprache sowie Kenntnis der Grundlagen der Linealgebfa (einschliel3-
lich des Umgangs mit Matrizen). Die wichtigsten Begriffesadiesen Bereichen
sind - sozusagen zur Erinnerung - in Anhangen kurz erlautert

Das Literaturverzeichnis fuhrt die bei der Erstellung deten Teils verwendete
Literatur sowie einige weitere Bucher auf, die anzuseheasifien Leser sicher loh-
nend ist. Es erhebt jedoch nicht den Anspruch, eine volisggnBibliographie des
Gebietes der Graphentheorie zu sein, eine solche wéare thelsemfangreicher.

Die vorliegende Fassung des Kurses ist eine Uberarbeitengrdten Version, die
ab 1990 an der Fernuniversitat angeboten wurde. Fiur deenefsil des Kurses
wurden auch die Unterlagen zu Vorlesungen verwendet, dieeils an der Tech-
nischen Hochschule Darmstadt - vom ersten Autor zusammeeRrofi Dr. P. Bur-
meister im Jahre 1975 und vom zweiten Autor im Jahre 1982ltghaurden.
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Einleitung

Einleitung

Die erste Kurseinheit enthalt neben den Definitionen einegdrichteten) Graphen
und gewisser Verallgemeinerungen die wichtigsten Grugutfbe sowie einige dar-

aus unmittelbar ableitbare Satze. Anhand vieler Diagrannmden Beispielen

wird versucht, dem Leser eine anschauliche Vorstellungedegefihrten Begriffe

zu ermoglichen. Diese Begriffe erscheinen einzeln alstrsehr schwierig, doch
wegen ihrer grof3en Zahl empfiehlt es sich, langsam vorzugehd das eigene
Verstandnis anhand der Selbsttestaufgaben zu UberpiierKurseinheit wurde

aus diesen Grinden vom Umfang her recht knapp gehaltemdémefAnhang sind

die verwendeten Begriffe und Schreibweisen aus der Mepgenlzusammenge-
stellt und kurz erlautert. Dabei stitzen wir uns in den Bez@iungen weitgehend
auf den Kurs "Naive Mengenlehre” Nr. 1100/1101.
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1 Grundbegriffe

1.1 Pseudographen, Multigraphen, Graphen

Definition 1.1-1: Pseudograph

Ein Pseudograptist ein Tripel P = (F, K, v) bestehend aus einer Eckenmenge Eseudograph
einer Kantenmenge K und einer (Inzidenz-) Abbildung

v: K — {{z,y}z,y € E}.

Die Elemente voiy heiRenEcken die vonK Kanten Ecken
Ist k € K mitv(k) = {x,y}, so heiBernc undy dieEndeckewon k. ( Man sagt Kanten
auch:z undyinzidierermit k bzw.k inzidiert mitz undy.) Endecken einer Kante

Es werden im folgenden nendliche Pseudographerid. h. £ und K sind endliche endliche
Mengen) betrachtet. Einen endlichen Pseudographen kansictastets durch ein Pseudographen
Diagramm veranschaulichen: die Ecken werden durch Punkte der Zsétieme Diagramme
dargestellt, die Kanten als Linien, die die Endecken dert&aarbinden.

Beispiel 1.1-1:

Der Pseudograpl® mit £ = {ej,es,e3}, K = {ki, ko, k3, ks} undv(ky) =
v(ka) = {e1,e3}, v(ks) = {e1,e2},v(ks) = {e2} wird durch jedes der beiden
folgenden Diagramme dargestellt:

kq e;, ki e3

k
kg Ko

€3

Definition 1.1-2: Parallelkante

Zwei oder mehrere Kanten, die mit denselben Ecken inzidieteeilRen
Parallelkanten Parallelkanten

Definition 1.1-3: Schleife

Eine Kantek mit zwei gleichen Endecken (d. h. es gilt) = {x}) ist eine (Selbst-)
Schleife Schleifen
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Definition 1.1-4: Multigraph
Multigraph  Ein Pseudograph ohne Schleifen heviltigraph.

Definition 1.1-5: Graph
Graph  Ein Multigraph ohne Parallelkanten hei@raph.

Beispiel 1.1-2:
Beispiele durch Diagramme:

Pseudograph Multigraph
(kein Multigraph) (kein Graph)

Graph

Dain einem Graphen jede Kante durch ihre zwei verschiedéndacken eindeutig
bestimmt ist, kann ein Graph auch als ein Rda¢ (E, K') mit

K C{{z,y}lz,y € E,x #y}

aufgefasst werden. Diese Definition wird in der Literatuofigiverwendet. Einen
Graphen im Sinne von Definition 1.1-1 bekommt man dann, indemo (k) := k
fur jedesk € K setzt.

Definition 1.1-6: Vollstandiger Graph

vollstandiger Graph  Ein Graph heif3tvollstandig oder auch einSimplex wenn je zwei verschiedene
Simplex Ecken des Graphen durch eine Kante verbunden sind.
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Beispiel 1.1-3:
In den folgenden Diagrammen sind vollstandige Graphenesaegt.

Definition 1.1-7: Benachbarte Ecken

ZweiEcken, b € E in einem Pseudographdn hei3erbenachbarjwenn ein benachbarte Ecken
k € K mitv(k) = {a, b} existiert.

Definition 1.1-8: Benachbarte Kanten

ZweiKantenk,, k; € K heiRerbenachbartin P, wennv(k;) Nwv(ky) # 0 gilt, d. h.  benachbarte Kanten
wenn sie in mindestens einer Ecke gemeinsam inzident sind.

Beispiel 1.1-4:
K1 “
b
Kk d
2 kg
c k5| kg
k3
e

a undb sind benachbart,

a undd nicht,

k4 undks sind benachbart,
ks undkg sind benachbart,
k1 und k4 nicht.

Definition 1.1-9: P sei ein Pseudograply, € E. Dann heil3t die Anzahl der an a
inzidenten Kanten (wobei eine Kante, die zweifach an a @amticst, auch doppelt
gezahlt wird) der Eckengrad (kur@rad) von a inP und wird mity(a, P) bzw. nur
v(a) bezeichnet.

Fur einige Sonderfalle werden zusatzliche Begriffe bénutz
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Definition 1.1-10: Isolierte Ecke

isolierte Ecke ISty (a, P) = 0, so heil3t a einésolierte Eckevon P.

Definition 1.1-11: n-regular

n-regularer Haben alle Ecken vo® den gleichen Grad n, so heiBn-regular.
Pseudograph

Definition 1.1-12: Nullgraph

Der Pseudograph ohne Ecken und Kantégh= K = () heil3t aucHeerer Graph
Nullgraph  oderNullgraph.

Beispiel 1.1-5:

Esisty(a) = vy(c) = 3, v(b) = 2,v(d) = 0;d ist eine isolierte Ecke.

Als nachstes werden zwei Gesetzmaliigkeiten nachgewidseen die Zahlen
~(a, P)in einem beliebigen Pseudographen unterliegen.

Satz 1.1-1:Fir jeden Pseudographeh gilt
> ya, P) =2|K].
(Man prufe die Formel an Beispiel 1.1-5 nach.)

Beweis:Da jede Kante bei der Bildung der Summe der Eckengrade genau
zweimal gezahlt wird (je einmal bei jeder der beiden Endegkergibt sich
die Behauptung sofort.

Satz 1.1-2:In jedem PseudographeR gibt es eine gerade Anzahl von Ecken mit
ungeradem Eckengrad.

Beweis:Aufgrund von Satz 1.1-1 ist die Summe aller Eckengrade esnadp
Zahl. Durch Subtrahieren aller geraden Eckengrade vorediéshl bleibt
eine gerade Zahl Ubrig, die nun die Summe aller ungeradeartgcide ist.
Dies kann aber nur dann der Fall sein, wenn die Summe alleeradgn
Eckengrade eine gerade Anzahl von Summanden hat.
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Beispiel 1.1-6:

Wir nehmen an, unter sechs Freunden A, B, C, D, E und F hattezinam
Tag eine Reihe von Telefongesprachen stattgefunden. DsoRen konnen als
Ecken und die stattgefundenen Telefongesprache als Kaimtes Graphen auf-
gefasst werden. So kdnnte sich z. B. folgender Graph ergeben

D E
B

Abb.1.1-1 (A und B haben miteinander
telefoniert,D und E nicht, etc.)

Satz 1.1-1 und Satz 1.1-2 ergeben nun allgemeingultige ayess Uber die
Anzahlen der gefuhrten Telefongesprache. So ware es zcBtmoglich, dass
A drei, B zwei, C ein, D vier, E zwei und F drei Telefongespm®gefuhrt hat,
denn3 + 2+ 1+ 4 + 2+ 3ist 15 und somit ungerade.

Wir kommen nun zu dem zentralen Begriff dsomorphie von Pseudographen.isomorphie
Wie auch bei anderen mathematischen Objekten Ublich,estde Grundidee, ver-
schiedene Objekte in gewissen Zusammenhangen aBygakt ansehen zu durfen,

wenn sie sich streng mengentheoretisch unterscheidendeto8truktur her aber

identisch sind.

Beispiel 1.1-7:
b b e

e C c of
a ae d

Die drei in den Diagrammen dargestellten Graphen sind zwaschieden,
jedoch von ihrer Struktur her gleich.

Definition 1.1-13: Isomorphismus

P = (FE,K,v)und P = (E', K',v") seien Pseudographen. Ein Paar von Abbil-
dungen

0 FE—FE¢yv:K—K

heil3t einlsomorphismusvon P auf P’, wenn¢ und bijektiv sind und wenn flr Isomorphismus
allek € Kundz,y € F qilt:

v(k) = {z,y} & V' (¥(k)) = {o(x),0(y)}.
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isomorph  EXistiert ein Isomorphismus voR auf P/, so heil3en” und P’'isomorph ( in Zei-
chen:P ~ P").

Fur Graphen lasst sich der Begriff Isomorphismus einfadsen, wenn man die
Kanten als Eckmenge auffasst:

G undG’ seien Graphen. Eine Abbildung

¢ FE— L

heil3t Isomorphismus von G aGf, wenng bijektiv ist und fur alle{z, y} € F gilt

{z.y} € K& {6(x), 0(y)} € K.

Beispiel 1.1-8:
a b b a
k5 k
k1 k2 k4 k5 kg ko
C k3 d C k3 d
Py Py
g h
15<>14 13©12
e n f
P

Man beachte, dass die beiden ersten Diagramme DarstetiwtegselbeiMul-
tigraphenP; sind. Ein Isomorphismus voR, auf P ist z . B. gegeben durch

¢(a) = g,6(b) = h,¢(c) = e,¢(d) = f,¢(k1) = I, 1.1-1
Y(ka) = la, Y(k3) = L, (ka) = 3,9 (ks) = o

Bei Beispiel 1.1-7 reicht es, da es sich um Graphen hande#, Abbildung zwi-
schen den Eckenmengen anzugeben, um einen Isomorphisrbesdueiben. So
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ist z. B. die Abbildungp mit ¢(b) = b, ¢(a) = ¢, ¢(c) = a ein Isomorphismus des
im ersten Diagramm dargestellten Graphen auf den zweiten.

Es ist wichtig anzumerken, dass beim Umgang mit Pseudogradie Begriffe
"Gleichheit" und "Isomorphie" oft nicht sauber getrenntrden, was jedoch in der
Regel nicht zu falschen Schlussfolgerungen fuhrt: hinBathaller mathematischen
Eigenschaften (und nur abgesehen von der "Natur" der Elengind zwei isomor-
phe Pseudographen im Grunde "gleich".

Stillschweigend haben wir den Begriff der Isomorphie auerelis bei den Beispie-
len Beispiel 1.1-2und Beispiel 1.1-3 benutzt, wo Pseudaua durch ihre Dia-
gramme ohne Bezeichnungéir Ecken und Kanten definiert wurden. Wenn man
einen Pseudographen durch ein Diagramm einfuhrt, das fiiclalle Ecken und
Kanten Namen enthalt, so ist damit strenggenommen genugigs, von irgendei-
nem der vielen zueinander isomorphen Pseudographen deeifedie durch das
Diagramm beschrieben werden; man kann auch die Auffassaingnh dass durch
das Diagramm einésomorphieklassevon Pseudographen festgelegt wird. Es is¢éomorphieklasse
aber trotzdem ublich, in dieser Situation von dandem betreffenden Diagramm
dargestellten Pseudographen zu sprechen.

Als nachstes werden die grundlegenden Operationen bebehri mit denen aus
vorgegebenen Pseudographen weitere konstruiert werdereko

Definition 1.1-14: Teilgraph

Ein Pseudograph?’ = (E’, K’,v') heildt einTeilgraph von P = (E, K,v) (in  Teilgraph
ZeichenP’ C P), wennE’ C E,K' C K undv'(k) = v(k) fur alle k € K.

Ist P £ P, so heil3tP’ ein echter Teilgraphvon P (P’ C P). Gehort jede Kante echter Teilgraph
von P, die zwei Ecken voi¥’ verbindet, zuP’, so hei3tP’der von £’ induzierte

(oder: aufgespannte Untergraphvon P. (Der Kiirze wegen wahlt man hier nichtinduzierter

die Bezeichnungen "Teilpseudograph" oder "Unterpseuajalgt.) Untergraph
Beispiel 1.1-9:
a ke b a kK2 b a ke b
k1 X3 kg Kkq kq '
C ks d C C
P Py Po

P/ ist Teilgraph, jedoch kein Untergraph, weil die Kaitenicht zu P| gehort,
aber die zuP] gehdrenden Eckeh und ¢ verbindet. P, ist der von{a, b, c}
induzierte Untergraph.
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Loschen einer Kante
von P

Léschen eines von P(fur P C P) die Bildung des Pseudographdn\ P’ =

Teilgraphen von P

Es ist leicht einzusehen, dass ein vbhinduzierter Untergraph vo# durch die
Angabe vonE’ eindeutig festliegt. Demgegenuber ist ein Teilgraph bfssalierte
Ecken durch seine Kanten festgelegt:

Definition 1.1-15: Induzierter Teilgraph
Ist P/ C P, und enthaltP’ keine isolierten Ecken (d.h. fur alle € E’ qilt

v(a, P") # 0), so kann manP’ als denvon K’ induzierten Teilgrapheron P
auffassen, welcher durchi’ eindeutig bestimmt ist.

P/ aus Beispiel 1.1-9 ist durch die Meng€& = {k, k> } induziert.

Definition 1.1-16: Loschen einer Kante

SeiP = (F, K,v) ein Pseudograph. Unter debschen einer Kante voR ver-
steht man (furk € K) die Bildung des Pseudographéh\k := (F, K, o) mit
K = K\{k} und? = v/K. Entsprechend ist da6schen eines Teilgraphen
(E, K,5) mit
E=FE\F,K={ke Kk NnE =0}unds =v/K.

Beispiel 1.1-10:
el Kk eo es e1 k eo
kgl [ko k2
e3 eq °g 3
:|P>
P

Léschen eines

Teilgraphen
el e €5 es
[ ]
k3 ko
ﬁ €4 €6 eyq eg
€1 €2
————a
Léschen eines
€5
° Teilgraphen
63 64 66
P” :|P \ P))

Besteht, wie im letzten Beispiel, der geldschte Teilgraphaus einer Ecke e,
so schreibt man fur das Ergebnis auch kitg (hier: P\e5 statt P\ P”).
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Definition 1.1-17: Durchschnitt der Pseudographen

P, = (E;, K;,v;),1 € I, sei eine Familie von Pseudographen, und ke K; N
K; (i,5 € I) sei stets);(k) = v;(k). Unter demDurchschnitt der Pseudographen
P, (i € I) versteht man den Pseudographen

m PZ = (ﬂ Eia ﬂ Kia ﬂvi)a
i€l el i€l i€l
unter ihrerVereinigungden Pseudographen

P =JE.|JK:.Jw).

el el el el

Beispiel 1.1-11:
ke kio ky kg
i) Iy
kg kg kr
L o —————4
kg K11 ko kg
P Po
. 6 Kk kg kio
i) 2
K
Kyl ks kq kv |k9
[ [ Py
kg ko kg ki1
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Beispiel 1.1-12:
Wir illustrieren die Notwendigkeit der Bedingung(k) = v;(k) fir k € K bei
der Definition von Durchschnitt und Vereinigung an folgem@&raphen:

b ko © a e
ky k3 k3 kq
a d b

Py P2

Da die Kantéeks in P; die Ecken c und d, i, aber die Ecken a und b verbindet,
lassen sich?, N P, und P, U P, nicht sinnvoll definieren.

Definition 1.1-18: Summe
P, und P, seien zwei disjunkte Pseudographen (&,mE, = ) und K, N K, = ().
Dann verstehen wir unter d&8Summe

Pl*PQ

den (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten) Pseudogmapter ausP; U P,
dadurch entsteht, dass jede Ecke ymit jeder Ecke vorP, zusatzlich durch eine
(neue) Kante verbunden wird.

Beispiel 1.1-13:

k1 ko k kq \l k
EAVAN
~—

Pq Po P1x Po

In Verallgemeinerung von Definition 1.1-18 wird definiert:

Definition 1.1-19: Summe derP; Uber dem Graphen

Ist G ein Graph mit der Eckenmende = {e¢;|i € I}, undistP;, = (E;, K;,v;) (i €

I) eine disjunkte Familie von Pseudographen, so verstehemntér derSumme
der P; iber dem Graphert:,G;<; P;, den (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten)
Pseudographen, der alig,., ; dadurch hervorgeht, dass allec E; undb € E
fur i # j genau dann zusatzlich durch eine neue Kante verbunden mexeéan die
Eckene; unde; in G benachbart sind.
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Setzt man in Definition 1.1-19 spezi€ll= {1, 2} und wahlt firG den 2-eckigen
Graphen mit einer Kante, so ergibt sich Definition 1.1-18.
In G;c; P; heil3tG deraul3ere Graph P; sind dieinneren Pseudographenlist G &auRerer Graph,

ein Simplex, und sind all®; kantenlos, so heil§¥;c; P;simplexartig. innerer Pseudograph
simplexartig
Beispiel 1.1-14:
=l °
[ )
62 63 64

Selbsttestaufgabe 1.1-1:

Erlautern Sie den Unterschied zwischen den Begriffen gty und Untergraph
und illustrieren Sie dies anhand eines Beispiels.

1.2 Wege, Kreise, Zusammenhang

Definition 1.2-1: Kantenfolge

P = (E, K,v) = sei ein Pseudograph.
Eine FOlge(eo, ki,e1,ko,e9,...,ei_1, ki e, ... ky, en) mite; € E und k?j e K
heil3t eine Kantenfolge , wenn fur allel < i < n) gilt v(k;) = {e;_1,¢;}. Die Kantenfolge

Eckeeq heil3t dieAnfangsecke die Eckee,, die Endeckeder Folge. Anfangsecke, Endecke
einer Kantenfolge
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Beispiel 1.2-1:
&1 kg =2 k]L <0

kio

Kantenfolgen sind z. B.:

F = (es, ky, eq, ke, €5, k7, 4),

F, = (647 ks, es, k12, €6, k10, €5, k7, 64),
F3 = (617 ks, eq, ko, €, ko, €4, ks, 62)-

Eine Kantenfolge wird haufig nur durch die Folge ihrer Karidme explizite Nen-
nung der Ecken) dargestellt. Fiir das obige Beispiel ergiht 8, = ( ky, ke, k7),
Fy, = (kg, k12, k1o, k7), Fy = (ks, ko, ko, k5); in allen diesen drei Fallen ist die
urspringliche Kantenfolge aus der abgekiirzten Folge stkaierbar. Die Kanten-
folge Fy, = (ey, ks, eg, ks, e4) konnte aber z. B. nicht au§, = (ks, ks) zuriickge-
wonnen werden.

Definition 1.2-2: Kantenzug

geschlossene, offene Eine Kantenfolge isgeschlossenfalls ihre Anfangsecke gleich ihrer Endecke ist,

Kantenfolge
Lange einer
Kantenfolge
Kantenzug
Weg

Kreis

andernfalls ist si®ffen. Die Anzahl der Kanten in einer Kantenfolgewird als ihre
Lange F'| bezeichnet. EiKantenzugist eine Kantenfolge, die keine Kante zweimal
enthalt. EinWegist ein Kantenzug, der auch keine Ecke zweimal enthaltKEsmns

ist ein geschlossener Kantenzug, der (von Anfangs- unddkaad#gesehen) keine
Ecke zweimal enthalt.

Beispiel 1.2-2:

F} (aus Beispiel 1.2-1) ist ein Weg njif;| = 3.

F, (mit |F3| = 4) ist ein geschlossener Kantenzug, jedoch kein Kreis, darauf
e4 aucheg zweimal enthalten ist.

F5 (mit |F5| = 4) ist eine offene Kantenfolge, aber kein Kantenzug.

Istin dem Pseudographénein Weg oder ein Kreig' gegeben, so bestimmt dieser
eindeutig einen Teilgraphen van, der genau die if’ vorkommenden Ecken und
Kanten enthalt. Beim Ubergang zu diesem Teilgraphen gé&hdalgs die "Rich-
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tung” verloren, im Falle eines Kreises auch die Festlegemg\dfangs- bzw. Ende-
cke.

Beispiel 1.2-3:

Es sei wieder der Pseudograph aus Beispiel 1.2-1 zugrulegdgge
F5 = (ey, ks, eq, ks, ea, ko, e1) und

Fs = (ea, ks, eq, ks, e1, ko, e2) bestimmen denselben Teilgraphen.

Im folgenden werden, trotz der angesprochenen ProblenmeWegen bzw. Krei-
sen herkommende Teilgraphen auch als "Wege" bzw. "Kreisegibhnet. Mit die-
ser Vereinbarung kann dann auch von der Vereinigung oderignchschnitt von
Wegen bzw. Kreisen gesprochen werden.

In einem Graphen kann eine Kantenfolge auch durch die Fageeteiligten Ecken
angegeben werden, denn dadurch ist die Kantenfolge bemedsutig bestimmt.

Wir kommen nun zu dem grundlegenden Begriff des Zusammen-
hangZzusammenhang eines Pseudographen. Kurz gesagt ist ein Pseudograpfammenhang
zusammenhéangend, wenn er "an einem Stuck" ist; der in Bigd-6 vorkom-

mende Graph ist z. B. nicht zusammenhangend.

Die prazise Begriffsdefinition lautet:

Definition 1.2-3: Zusammenhang

Zwei Eckeru, b eines Pseudographef heil3enverbindbarin P, wenna = bist verbindbare Ecken
oder es einen Weg iR vona nachb gibt. Sind je zwei Ecken vaf verbindbar, so

heil3t Pzusammenhangend zusammenhé&ngend
Beispiel 1.2-4:
E €3 =2 €4 €5
€1 €y €1 €3
P1 P2

P, ist zusammenhéangeng; nicht.

Ein Pseudograpl® = (F, K,v) sei gegeben, die Verbindbarkeit vanb € E
werde durchu ~ b gekennzeichnet.

Satz 1.2-1:Die Verbindbarkeit- ist eine Aquivalenzrelation auf.
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Zusammenhangs-
komponenten

kreisloser
Pseudograph
Wald
Baum
n-Baum

Beweis:Die Reflexivitat ist aufgrund der Definition sofort klar.

Symmetrie: Istu ~ b, so gibt es inP einen Weg voru nachb. Durchlaufen
dieser Kantenfolge in umgekehrter Richtung ergibt eineig W b nacha,
folglich istb ~ a.

Transitivitat: Ista ~ b undb ~ ¢, so hat man jeweils einen Weg vamach

b und vonb nachc. Die Aneinanderreihung dieser beiden Wege ergibt eine
Kantenfolge voru nache. Als Teilfolge lasst sich dann ein Weg vamachc
finden, somit ist auch ~ c.

Definition 1.2-4: Zusammenhangskomponenten

Die ~-Aquivalenzklassen bilden eine disjunkte Zerlegung deteEmengeF.
Die von den Aquivalenzklassen aufgespannten Untergrapban? heiBen die
(Zusammenhangs-) Komponenteron P.

Jede Zusammenhangskomponente Yorst ein maximaler zusammenhangender
Untergraph vorP. P ist die disjunkte Vereinigung aller Komponenten.
P selbst ist zusammenhangend, wenn nur eine Komponentesexist

Beispiel 1.2-5:
P, aus Beispiel 1.2-4 besteht aus zwei Komponenten, die von den
Aquivalenzklassefie;, eo} und{es, e4, €5} aufgespannt werden.

Beispiel 1.2-6:

Nimmt man alle Hauptanschlisse im o6ffentlichen Telefonrtr Deutschen
Bundespost sowie die Vermittlungsstellen als Ecken undasvischen liegen-
den Leitungen als Kanten, so ergibt sich ein Multigraph. Rissage, dass die-
ser Multigraph zusammenhéngend ist, bedeutet, dass vemjBdnkt zu jedem
anderen telefoniert werden kann.

In vielen Anwendungen hat man es mit Pseudographen zu tundgoen man
von vornherein weil3, dass sie bestimmte spezielle Eigaftethhaben. Betrachtet
man z. B. bei dem das Telefonnetz darstellenden Multignaplieeine Ortsvermitt-
lungsstelle mit den daran angeschlossenen Teilnehmeemtkalt dieser Teilgraph
keinen Kreis.

Besonders haufig tauchen Klassen von Pseudographen awfurdie das Nicht-
Enthalten bestimmter Teilgraphen charakterisiert sindfdlgenden werden einige
wichtige dieser Klassen eingefuhrt.

Definition 1.2-5: Kreisloser Pseudograph

Ein Pseudograph heilkreislos wenn er keinen Kreis enthalt. Ein kreisloser Pseu-
dograph heifl3t auckVvald.

Ein zusammenhangender Wald ist Bewm.

Ein Wald, der aus: Komponenten besteht, heilt auch eiBaum.
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Man beachte: ein kreisloser Pseudograph ist stets ein Graph

Beispiel 1.2-7:

Pq Po

Py ist ein Wald bzw. eirR-Baum, P; ist ein Baum. Der Pseudograph aus Bei-
spiel 1.2-1 enthalt Kreise und ist somit kein Wald.

Auf einen Baum bzw. Wald trifft man oft dann, wenn man es niteeiGrundge-
samtheit zu tun hat, die "baumartig" hierarchisch geordsteMan denke etwa an
die sogenannten Familienstammbaume.

Auch beim sogenanntdainaren Suchenist eine Baumstruktur (bindrer Suchbaumbinéres Suchen
im Spiel. Soll z. B. eine weitere Zahl in eine bereits geotdrdaste von Zahlen

(etwa Messwerten) an der richtigen Stelle eingeordnet @versb empfiehlt es sich

als Strategie, die neue Zahl zunachst mit der Zahl zu vetgai, die genau in der

Mitte der bisherigen Liste steht, um dann zu wissen, ob maRks' oder "rechts"

davon weitersuchen muss; mit der Ubriggebliebenen Haditd idte wird dann ent-

sprechend verfahren usw. Diese Vorgehensweise entsdeahDurchlaufen eines

Weges in einem Baum, dessen Ecken die Mittelpunkte denaiterreprasentieren.

Beispiel 1.2-8:

Zu der geordneten Liste

(3,5,6,8,11,12,16, 19, 20, 22, 23, 27, 28, 30, 33) gehort der im folgenden Dia-
gramm dargestellte Suchbaum:

// /\ AN

16 20 23 28 33

Die Zahl 19 ist die mittlere aller gegebenen Zahleénist die Mitte des "links"
von 19, 27 die Mitte des "rechts" vom9 liegenden Intervalls etc. Eine neu einzu-
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ordnende Zahl muss nun nur MiZahlen verglichen werden, um an die richtige
Stelle eingeordnet werden zu kénnen; z. B. vidddnit 19, 27, 22 und 23 vergli-
chen.

Von Interesse ist auch das Problem, innerhalb eines nielglasen Pseudographen
einen moglichst groRen Baum als Teilgraphen aufzuspuren.

Definition 1.2-6: Gerlst

P sei ein Pseudograph. Ein BauBy der Teilgraph vonP ist und jede Ecke voR

Gerist enthalt, heil3t ein Gerust (oder spannender Baum)Fon
spannender Baum

Beispiel 1.2-9:
Das Diagramm stellt den Pseudographen aus Beispiel 1.2t ®n Gerist
dar.

€ kg €o k1 €3 €1 k2 €9 kl €3

@ e————— & —— @
kg[ %4 ks |kg ky
k

ey KT e e19——"—ge5
ke[ [X9 K k K

8 11 9 11

k10
€6 s €7 ege e
ki2

Beispiel 1.2-10:
Ein Datennetz mit NetzknoteA, B, . .., G habe die im folgendem Diagramm

gezeigte Graphenstruktur:

A B
C D G
E F

Soll nur sichergestellt werden, dass jeder Knoten mit jedaderen kommuni-
zieren kann (eventuell Gber Zwischenknoten), so misseglig die Kanten
eines Gerists genutzt werden. Das folgende Bild zeigt eriste
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AQ—{DB

E L

Dieses spezielle Gerust wirde sich z. B. dann zur Nutzunigtam) wennD im
"Broadcasting"-Verfahren Meldungen an alle anderen Kmestdhicken will.

Als nachstes werden zwei wichtige Eigenschaften von BalmenGertsten nach-
gewiesen, die von der Anschauung her unmittelbar einlenchinter allen zusam-
menhangenden Graphen mit einer festen Eckenanzahl halbemeRiie wenigsten
Kanten, und jeder zusammenhangende Pseudograph enth@esrist. Zunachst
sind einige Voruberlegungen nétig.

Hilfssatz 1.2-1:Sei F’ ein Kreis in dem zusammenhangenden Pseudographén
eine inF vorkommende Kante. Dann ist auch der Pseudogiaph- P\ k zusam-
menhéangend.

Beweis:Es seieru, b zwei beliebige Ecken vo® bzw. P. Es ist zu zeigen,
dassa undb in P’ verbindbar sind. D& zusammenhangend ist, gibt esfin
einen Weg vom nachb. Benutzt dieser Weg die Kantenicht, so ist dies auch
in P" ein Weg voru nachb. Enthélt dieser Weg it von a nachb jedoch die
Kantek, so kann statt der Kanteder ganz inP’ enthaltene Rest des Kreises
F (auRerk) benutzt werden, um nun eine Kantenfolgeinvon a nachb zu
erhalten, die einen Weg als Teilfolge enthalten muss.

Satz 1.2-2:Jeder zusammenhangende Pseudograph besitzt ein Gerlst.

Beweis:Der Beweis wird durch vollstandige Induktion Gber die Anizaér
Kanten|K | von PseudographeR = (F, K,v) gefuhrt. Im Falle| K| = 1

ist der Satz offenbar richtig.

Nun wird vorausgesetzt, dass fiir alle Pseudographemmit> 1) vielen
Kanten die Behauptung bereits richtig sei, ferner sei esammenhangender
Pseudograpt® mit || = n + 1 gegeben. IsP ein Baum, so ist nichts zu
zeigen,P ist "sein eigenes Gerust".

Enthalt P aber einen Kreig”, so gilt fir eine beliebige Kante aus diesem
Kreis, dassP?’ = P\k ein zusammenhangender Pseudograph (nach Hilfs-
satz 1.2-1) mitn vielen Kanten ist, der nach Induktionsvoraussetzung ein
Gerust besitzt. Dieses Gerust ist auch ein Gerustron
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Definition 1.2-7: Endkante

Endecke Eine Eckeu eines Pseudographef mit v(a, P) = 1 heilt eineEndeckevon P.
Endkante Eine Kante, die mit einer Endecke inzidiert, hediidkante
Abstand  Fur je zwei Eckerb, c von P definiert man dem\bstandb, c¢|p zwischerb undc in
P wie folgt:

0, wennb = c ist;

oo, wennb undc in P nicht verbindbar sind;

[ wenn! die kirzestmdgliche Lange eines
Weges inP vonb nachc ist.

1.2-1

b, clp =

Hilfssatz 1.2-2: P = (FE, K, v) sei ein Baum. Dann gilt:
e i. P enthalt mindestens zwei Endecken.

o ii. |K| = |E|-1

Beweis:i. a,b € E seien derart gewahlt, dags b|p fur P maximal ist, d. h.

es gibt keine zwei Ecken, die einen grol3eren Abstand vondarahaben.
Wir zeigen, dass (und aus Symmetriegrinden augheine Endecke ist.
(a, ki1, e1, ko, e9,...,k;,b) sei ein kirzester Weg i® von a nachb. Hattea
aul3ere; eine weitere Nachbarecke(s. das Diagramm), so misste es wegen
|f,blp < la,bp

bl < Jablp

b
f /
e

|

e
a e 2
einen kiurzesten Weg vofinachb geben, der nicht durch die Eckeverlauft.
Dann gabe es jedoch einen Kreisfiim Widerspruch zur Voraussetzung.

ii. Dies folgt nun leicht mit Induktion: Entfernen einer

Endecke und der zugehdrigen Kante fiihrt zu einem Teilbadm =
(E',K' v )Ymit|E'| = |E| -1,|K'| = |[K|-1und|K'| = |E'| -1
(nach Induktionsvoraussetzung).

Damit kann nun folgendes gezeigt werden.
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Satz 1.2-3:P = (E, K,v) sei ein zusammenhangender Pseudograph. Dann gilt
|K| > |E| —1,und esistK| = |E| — 1 genau dann, wenf ein Baum ist.

Beweis:Die allgemeine Ungleichungds| > | E| — 1 folgt sofort aus Satz 1.2-
2 und Hilfssatz 1.2-2 ii), ferner auch die Gleichuidg| = |E| — 1 fur einen
Baum. Sei nun umgekehk’| = |E| — 1.

Wir nehmen an,P sei kein Baum. Nach Hilfssatz 1.2-1 kann abseine
Kantek entfernt werden, so dag¥ = P\k zusammenhangend ist. In dem
zusammenhangenden PseudograpRémit Eckenmengels und Kanten-
mengeKk’ = K\{k} giltalso|K'| < |E| — 1.

Dies ist nun ein Widerspruch, denn nach Satz 1.2-2 misste/&€in Gerlst
geben, welches nach Hilfssatz 1.p<2 — 1 viele Kanten hat, die séamtlich in
der MengeK' enthalten sind.

Folgerung 1.2-1:Alle Geriste eines zusammenhéangenden Pseudographen
(E, K, V) haben dieselbe Anzahl von Kanten (nam|ieh — 1).

Beispiel 1.2-11:

Im folgenden Diagramm ist ein weiteres Gerust des GrapheBaispiel 1.2-10
dargestellt. Beide Geruste hab&Kanten.

Als nachstes wird eine weitere interessante Klasse vondegeaphen betrachtet,
die sich (allerdings erst auf den zweiten Blick) durch dashidEnthalten gewisser
Kreise charakterisieren lassen.

Definition 1.2-8: Bipartiter Pseudograph

Ein PseudograptP = (F, K, v) hei3tbipartit (oder paar), wenn die Eckenmengebipartiter (paarer)
F die disjunkte Vereinigung zweier nicht-leerer Teilmengerund E” ist derart, Pseudograph
dassE’ undE" kantenlose Untergraphen vdhaufspannen, wenn also alle Kanten

von P einen Endpunkt it und einen inZ” haben.
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Beispiel 1.2-12:
“l .6 e eo
62 65 63 64
€3 ey €5 €6

Beide Diagramme stellen denselben Pseudographen dampéartiten Fall ist es
ublich, wie hier im rechten Diagramm, die MengBnund E” (hier {ey, es, e5}
und{es, e4, €6 }) auch optisch voneinander zu trennen.

Satz 1.2-4:Ein PseudograptP = (E, K,v) ist genau dann bipartit, wen® kei-
nen Kreis ungerader Lange enthalt.

Beweis:Ist P bipartit, so kannP sicher nur Kreise gerader Lange enthalten
(wie im obigen Beispiel), denn fiir einen Kreis mit einer uragen Anzahl
von Ecken ist es nicht mdglich, dass diese Ecken abwechgelzdvei dis-
junkten Mengerf’ und E” gehéren.

Umgekehrt enthalt® keinen Kreis ungerader Lange. Der Nachweis, dass
bipartit ist, wird durch Induktion Gibeé<| (Anzahl der Kanten) gefiihrt, wobei
far den Induktionsanfang<| = 0 nichts zu zeigen bleibt. Als Induktionsvor-
aussetzung wird nun angenommen, dass die BehauptungdiPsgudogra-
phen mitn vielen Kanten richtig ist. Es sét ein Pseudograph mit+1 vielen
Kanten, der keine ungeraden Kreise enthélt, fernek seiKk eine beliebige
Kante undP := P\k. P enthalt keinen ungeraden Kreis, denn durch Léschen
einer Kante werden keine neuen Kreise erzeugtPRaviele Kanten hat, ist

P nach Induktionsvoraussetzung bipartit, d. h. man hat eineeifing der
Eckenmengé® von P (die auch die Eckenmenge véhist) in £ und E”, so
dass jede Kante voR — {k} eine Ecke vor¥’ mit einer ausE” verbindet.
Gelingt es nun zu zeigen, dass von den Endpunkiemdb von k einer zuft’
und der andere zB" gehort, so ist aucl? als bipartit nachgewiesen.

Es sind zwei Félle zu betrachten.

Sinda undb in P nicht verbindbar (d. h. sie gehéren zu verschiedenen Kom-
ponenten vorP), so kann {ber die Zerlegun§ und E” 0.B.d.A. voraus-
gesetzt werden € E' undb € E”. Sinda undb in P verbindbar, so muss
jeder Weg voru nachb in P eine ungerade Anzahl von Kanten enthalten,
denn sonst hatte man (durch Hinzunahme ¥dminen ungeraden Kreis in
P. Anfangs- und Endknoten eines ungeraden Wegd3 gehoren offenbar
zu verschiedenen unter den MengBhund E”. Damit ist gezeigt, das®
bipartit ist.

Zum Schluss dieses Abschnitts soll ein weiterer Begrifigefiihrt werden, der
anschaulich leicht zu fassen ist.
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Definition 1.2-9: Briicke

Eine Kantek des PseudographeR heil3tBricke (oder Isthmus) von P, wennk  Briicke (Isthmus)
keine Endkante vo® ist und wenn dig: enthaltende Komponente vdh nach
Wegnahme voh (d. h. in P\k) in zwei Komponenten zerféllt. Diese beiden Kom-

ponenten vorP\ k heil3en dieBlatterzur Briickek. Blatt
Beispiel:
b
J
k
Graph mit Brucke k Blatter zur Brucke k

Ohne Beweis merken wir an, dasstets genau dann eine Briicke vBnst, wenn
P keinen Kreis durctk enthalt und: keine Endkante voi® ist. Auch der Beweis
der folgenden Charakterisierung von Baumen sei dem Lesgladsen.

Satz 1.2-5:Fur einen MultigrapherP sind folgende Aussagen aquivalent:

I. P ist ein BaumP ist zusammenh&ngend, und jede Kante #ast Endkante
oder Brucke.

ii. Je zwei Ecker undb sind durch genau einen Weg i miteinander verbun-
den.

Selbsttestaufgabe 1.2-1:

i. Erlautern Sie die Begriffe Kreis und Baum.
ii. Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Gerusteotlsgindigen Graphen
K, mit 4 Ecken.
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Ldsungen zu Selbsttestaufgaben der Kurseinheit

Losung zu Selbsttestaufgabe 1.1-1:

Bei einem Teilgraphen eines Pseudograpkeist nur verlangt, dass er mit
jeder Kante vorP auch die mit ihr inP inzidenten Ecken enthalt. Ein Unter-
graph muss umgekehrt auch mit zwei zu ihm gehérenden Eckei\alle
Kanten zwischen diesen beiden Ecken enthalten. Im folgeBdéspiel ist
von den Teilgraphe®;, P», P; nur P; ein Untergraph vorP: bei P, fehlt &,
bei P, fehlt k.

d kS C
k
k4 ° kl P
a X5 b
d kS C d kS C d kS C
k k
ky| 7 k, ky| O °
& ———e
a k5 b a a
Py Po Pa

Ldsung zu Selbsttestaufgabe 1.2-1:

I. Ein Kreis ist definiert als geschlossener Kantenzug, dem Anfangs- und
Endecke abgesehen) keine Ecke zweimal enthalt. Sind Cawrftidhtung und
Festlegung von Anfangs- bzw. Endecke nicht von Interesdeasn ein Kreis
in einem Pseudographen auch als Teilgraph mit bestimmtgen&chaften
aufgefasst werden; z. B. kann man einen Kreis dadurch cteaisikren, dass
er ein zusammenhangender Teilgraph ist, in dem jede Eck&d®h?2 hat.
Ein Baum ist ein zusammenh&ngender Graph, der keinen Krthéle

ii. Jedes Gerust voik’, hat drei Kanten (und enthalt alle vier Ecken). Es
gibt 20 Moglichkeiten, von den sechs Kanten van drei auszuwéhlen. Nur
vier dieser Moglichkeiten fihren zu Teilgraphen, die nmidammenhéangend
sind - eine ist unten im zweiten Diagramm dargestellt. Kalee anderen
Maglichkeiten enthalt einen Kreis. Also hat, 16 Gerlste.
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A Kurze Ubersicht der verwendeten
Begriffe und Symbole aus der
Mengenlehre

Eine MengeM kann durch eine Eigenschaft oder - falls sie nur endlicheviele- Menge
mente hat - durch die Aufzahlung ihrer Elemente beschriglsgden: z. B. isf\/ =
{1,3,5,7,9} identisch mitM = {x|x ist eine ungerade natiirliche Zahl,z <

10}.

Element
Teilmenge
— - echte Teilmenge
re M steht fur "x ist Element der Menge M".
MCN steht fur "M ist Teilmenge von N", d. h. fur jedes x mit
x € M giltauch x € N.
M CN bedeutet "M ist echte Teilmenge von N", also M C N
und M # N.

Die leere Menge d. h. die Menge ohne Elemente, wird mit dem Synibbézeich- Ieere Menge
net. \nz Fur Menge/ und N wird gesetzt

Durchschnitt
Vereinigung

MNON ={z|lx € Mundz € N}
MUN = {z|z € M oder x € N}
M N N heil3t Durchschnitt, M U NVereinigung von M und N.

Ist M N N = (), so heiRenV/ und Ndisjunktdisjunkte Mengen, M U N die von disjunkte Mengen
M undN. disjunkte Vereinigung
Allgemein ist fir eine beliebige nicht-leere Indexmerigéalls fur jedes € [ eine

Menge); gegeben ist,

ﬂMi = {x|fiir allei € I ist x € M;}
iel
und

UMZ' = {x|es gibt eini € I mit x € M;}.
iel
Fur MengenM und N ist dieMengendifferenzvon M und N Mengendifferenz

M\N = {z|x € M und xz ¢ N}.

Ist N C M, so heil3tM\ N auch daKomplement von N in M und wird mit

N s oder, falls die Uibergreifende Menge nicht benannt werde, mimfach mitV

bezeichnetP (M), die Potenzmengevon M, ist die Menge aller Teilmengen vonPotenzmenge
M.
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Istn eine natirliche Zahl, und sind;, Ms, . . ., M,, Mengen, dann heil3t die Menge

X My = {(x1, 29, ...,z |flralle 1 <i<nistx; € M;}

dasn-faches kartesisches Produkter M; fur : = 1 bisn.

Flarn = 1 wird unter X, M, einfach die Mengé/, verstanden.

Firn = 2 schreibt man statX* , M; einfacherM; x M,.

Sind alleM; gleich einer Mengé/, so wird X ; M; mit M™ bezeichnet.

Die Elemente vonX[" , M, heil3en (geordnetes n-Tupel im Fallen = 3 auch
Tripel  Tripel.
Folge Ein beliebiges Element vdn),_,, M* wird auch als (endlichejolgevon Elementen

aus)M bezeichnet.

Relation  Sind M und N Mengen, so wird eine Teilmenge C M x N auch eineRelation
zwischen)M und N genannt.
eindeutige Relation R ist eineeindeutige RelationoderFunktion, wenn firm € M undn,n’ € N aus
Funktion (m,n) € Rund(m,n’) € R stetsn = n’ folgt.

Gilt fur eine eindeutige RelatioR C M x N, dal3 zu jedem

m € M ein (wegen Eindeutigkeit dann genau eing N mit (m,n) € R existiert,
Abbildung  so heil3t RAbbildung von M in N (oder: vonM nachN).

Fur Abbildungen werden meist kleine lateinische oder abierchische Buchsta-

ben als Namen verwendet, z. B. f (statt R). Auch schreibt niaih £ C M x N

ublicherweisef : M — N oderM L, N, um herauszuheben, daR durch f jedem

m € M (genau) eim € N zugeordnet wird, dieses Element vahwird auch mit

f(n) bezeichnet. Isf : M — N eine Abbildung und\/ C M eine Teilmenge von

M, so wird dieEinschrankungvon f auf M mit f /M bezeichnet, d. h. man hat die

Abbildung f/M : M — N .

injektiv.  Eine Abbildungf : M — N heil3tinjektiv, wenn ausm; # msy in M stets

surjektiv. f(my) # f(ms) in N folgt. f ist surjektiv, falls es zu jedemmw € N (mindes-

bijektiv  tens) einm € M gibt mit f(m) = n. SchlieBlich hei3t f , wenrf injektiv und
surjektiv ist.

Fir eine Relatio? C M x M auf einer Mengé\/ schreibt man stattr,y) € R
auchx Ry.

Man definiert:
reflexiv. e istreflexiv auf M, wenn fur allex € M gilt zRz.

symmetrisch e R istsymmetrischauf M, wenn ausc Ry stetsy Rz folgt.

transitv. e ISt transitiv auf M, wenn ausrxRy und yRz stetsxRz folgt. \item R ist
Aquivalenzrelation Aquivalenzrelation auf M, wennR reflexiv, symmetrisch und transitiv anf
ist.

Eine Aquivalenzrelation gibt Anla3 zu einer disjunkteguivalenzklasserzer-
legung der MengeV/ in die RAquivalenzklassen Innerhalb einer solchen
Klasse stehen je zwei Elemente in der Relatirund umgekehrt gehéren zwei
in der Relation stehende Elemente viahstets zur selben Klasse.
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