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34 Rekursion

Bisher entwickelten wir Algorithmen auf der Basis von Paogmstrukturen, die
aus Folgen von Anweisungen, aus Verzweigungen und ausifechleestanden.
Schleifen wurden insbesondere dann verwandt, wenn Datétigten mit einer va-
riierenden Anzahl von Elementen iterativ zu verarbeitenewaln diesem Kapitel

Rekursion wollen wir unser Inventar an Programmstrukturen um daszRrider Rekursion
erweitern.

Definition 34-1: Rekursiver Algorithmus
Rekursiver Algorithmus  Ein Algorithmus ist rekursiv, wenn er Methoden (oder Fumrkéin) enthélt, die sich
selbst aufrufen.

Jede rekursive Lésung umfasst zwei grundlegende Teile:
Basisfall e den Basisfall, flir den das Problem auf einfache Weise ge#ésten kann, und
rekursive Definition e die rekursive Definition.
Die rekursive Definition besteht aus drei Facetten:

1. die Aufteilung des Problems in einfachere Teilprobleme,
2. die rekursive Anwendung auf alle Teilprobleme und

3. die Kombination der Teilldsungen in eine Losung fur dasaagproblem.

Bei der rekursiven Anwendung ist darauf zu achten, dassngamoit zunehmender
Rekursionstiefe an den Basisfall annahern. Wir bezeicliiese Eigenschaft als
Konvergenz Konvergenz der Rekursion.

O

Eine rekursive algorithmische Losung bietet sich immerndan, wenn man ein
Problem in einfachere Teilprobleme aufspalten kann, dtedem Originalproblem
nahezu identisch sind und die man zuerst nach dem gleichéahven |6st.

Nehmen wir an, dass wir die Summe der ersten n nattrlichefeddierechnen
wollen. Dies kénnen wir mit unserem bisherigen Wissen itenait Hilfe einer
Schleife l6sen.

int summelterativ(int n) {
int ergebnis = 0;
for (int i = 1;i <= n; i++) {
ergebnis += i;
}

return ergebnis;

Wir kbnnen es aber auch als rekursives Problem definierem die Summe der
ersten n Zahlen lasst sich berechnen, indem zunachst dien&uwar ersten n-1



385

Zahlen berechnet wird und anschlie3end die n-te Zahl hadied wird. Das Pro-
blem wird dadurch von n Zahlen auf n-1 Zahlen reduziert. Niatiimissen wir
auch einen Basisfall identifizieren. Dieser ist erreictegnw keine Zahl mehr tbrig
ist. Wir kbnnen das Problem folgendermalRen mathematissthbeiben:

{0 wennn ==

summe(n) =
summe(n —1) +n  sonst

In Java kbnnen wir eine solche Lésung formulieren, indemdigrMethode selbst
wieder aufrufen:

int summeRekursiv(int n) {
/I Basisfall: keine Zahl Ubrig
if (n ==0) {
return O;
}
Il sonst: rekursiver Aufruf
return summeRekursiv(n - 1) + n;

}

Wird nun die MethodsummeRekursiv()  mit dem Wert 5 aufgerufen, so finden
die folgenden Berechnungen statt:

summeRekursiv(5) =

summeRekursiv(5 - 1) + 5 =

(summeRekursiv(4 - 1) + 4) + 5 =
((summeRekursiv(3 - 1) + 3) + 4) + 5 =
(((summeRekursiv(2 - 1) + 2) + 3) + 4) + 5 =
((((summeRekursiv(l - 1) + 1) + 2) + 3) + 4) + 5 = /| Basisfall
(((C + 1) +2) +3) +4) +5 =

(@ +2) +3) +4) +5 =

(8 +3) +4) +5 =

(6 + 4 +5 =

10 + 5 =

15

Selbsttestaufgabe 34-1:

Was passiert, wenn die MethodamreRekur si v() mit negativen Werten auf-
gerufen wird? Wie kann dieses Problem gelést werden?

Eine weiteres Beispiel ist die Fakultatsfunktion. Sie Kgiei vielen mathemati- Fakultatsfunktion
schen Anwendungen eine wichtige Rolle. Sie wird typiscleese durch das Aus-

rufezeichen ,!“ symbolisiert. Die Fakultatsberechnunfis Eingabewerte: > 0

wie folgt definiert:

| nx*(n—1) wennn > 1
n! =
1 wennn <=1
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Fibonacci-Zahlen

Selbsttestaufgabe 34-2:

Implementieren Sie eine Methoflakul t aetIterati v(int n), die iterativ
die Fakultat berechnet und eine Methodakul t aet Rekur si v(i nt n), die
die Fakultat rekursiv berechnet. Die Methoden sollen dalbeiWerten > 0 akzep-
tieren.

Selbsttestaufgabe 34-3:

Begrinden Sie, warum die Losung flakul t aet Rekur si v() konvergiert.

Selbsttestaufgabe 34-4:

Schreiben Sie die Method#oubl e power (i nt p, int n), die fur zwei
ganze Zahlemp und n rekursiv den Werp™ berechnet. Testen Sie Ihr Programm
und vergleichen Sie es mit der Losung von Selbsttestaufighlhe?, die eine itera-
tive Variante aufzeigt.

Die bisher betrachteten rekursiven Methoden hatten diertSichaft, dass sie nur
einen rekursiven Aufruf pro Ablaufpfad beinhalten. Allergs gibt es auch einige
Probleme, die mehrere rekursive Aufrufe bendtigen. Eirabakes Beispiel sind die
Fibonacci-Zahlen. Die Fibonacci-Zahlen berechnen siathrier folgenden For-
mel:

. n wenn0 < n < 1
fib(n) = { _ .
fib(n — 1) + fib(n —2) wennn > 1

Selbsttestaufgabe 34-5:

Berechnen Sie alle Fibonacci-Zahlen i@ (8).

Die Implementierung einer passenden Methode ist nach deithgih Muster wie
oben mdglich. Negative Werte fiarsind nicht zulassig; bei negativen Werten wer-
fen wir einelllegalArgumentException

long fibRekursiv(int n) {
if (n <0){
throw new lllegalArgumentException();
}
/I Basisfall: n ist 0 oder 1
if (n==0] n==1){
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return n;

}

/I sonst: rekursiver Aufruf
return fibRekursiv(n - 1) + fibRekursiv(n - 2);

Selbsttestaufgabe 34-6:

Implementieren Sie eine iterative Losung fur die Berechgrder Fibonacci-Zahlen
in der Methodd ong fiblterativ(int n).

Selbsttestaufgabe 34-7:

In der Programmierung werden bisweilen Zufallszahlen ightEs gibt Formeln
zur Erzeugung sogenannter Pseudozufallszahlen, die eiige Eufalliger Zahlen Pseudozufallszahlen
simulieren. Eine mogliche Formel zur Erzeugung solcheilé&ialst die folgende:

f(n) = n+1 wennn < 3
|1+ ((f(n—1) — f(n—2)) * f(n — 3)) mod100) sonst

Implementieren Sie eine Methotleng zuf al | szahl (i nt n), die rekursiv
f(n) berechnet.

Implementieren Sie aul3erdem eine Methoded gebeZuf al | szahl enAus(),
die die Pseudozufallszahlgii5) bis einschlief3licty (30) ausgibt.

Bisher haben wir noch nicht weiter dariiber nachgedachteg/fanktionieren kann,

dass eine Methode sich selbst aufruft. In Java wird bei ei&thodenaufruf ein
Methodenrahmen erzeugt. In diesem Methodenrahmen sadkliellen Werte der Methodenrahmen
Parameter und lokalen Variablen gespeichert sowie ein &srauf die aufrufende

Methode (siehe Abb. 34-1). Die Anweisungen einer Methodk&iexen nur einmal,

sie sind nicht in jedem Methodenrahmen gespeichert.

™

Aufrufer: \

Lokale Variablen:

Abb. 34-1 Ein Methodenrahmen
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Ruft nun eine Methode eine andere auf, so wird ein neuer Mietlhahmen erzeugt,
und die Parameter und lokalen Variablen werden mit ihrent&kanitialisiert. Da-
bei macht es keinen Unterschied, ob eine Methode eine andereben sich selbst
aufruft. Ist die aufgerufene Methode beendet, so wird dees Aufrufer — ggf. zu-
sammen mit einem Rickgabewert — mitgeteilt.

Gegeben seien die beiden folgenden Methoden:

int a(int x) {
inty =2 * X
int z = 3;
int w = b(y, 2) + x;
return w;

}

int b(int ¢, int d) {
inte=c+ 2 =« d
return e;

Beim Aufruf der Method&() mit dem Argumen8 wird ein Methodenrahmen flr
den Aufrufa(3) erzeugt (Abb. 34-2).

“

\
Aufrufer:

Parameter:

x=3

Lokale Variablen:
y=6

z=3

W -

Abb. 34-2 Methodenrahmen fia(3)

Erreicht die Ausfihrung voa(3) den Aufruf vonb(6, 3) , so wird auch dafur
ein Methodenrahmen erzeugt (Abb. 34-3).
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™~

Aufrufer: \

L — — | Aufrufer: \

Paramete| \oare 1
X=3 |l — —
— — — — | Parameter:

Lokale Va| c =6

y=6 d=3

iv:=3 Lokale Variablen:

e=12

Abb. 34-3 Methodenrahmen fla(3) undb(6, 3)

Ist die Ausfuhrung vorb(6,3) beendet, kann der zugehérige Methodenrahmen

wieder geldscht werden und die Ausfiihrung wg8) wird an der entsprechenden
Stelle fortgesetzt.

Bei einer rekursiven Methode passiert das gleiche, nur dagsdie Methoden-
rahmen alle von der gleichen Methode stammen. Sie werdegilgemit eigenen
Parametern und lokalen Variablen erzeugt. Abb. 34-4 verangicht die Schritte
bei der Ausfihrung vosummeRekursiv(4)

™~

Aufrufer: ! (-\\ |

Lokale Varig

Aufrufer:

Name: su
Paramete
n=3

«—_ |

Aufrufer:

Y <

Aufrufer:

<« |

Aufrufer:

Lokale Vaf— — — — -~ .
Lokale Var— — — — — Eir%meter_

Lokale Vari¢m — — — — — — — — — —
Lokale Variablen:

Abb. 34-4 Methodenstapel bei der Ausfiihrung vemmmeRekursiv(4)

Wenn eine Methode eine andere aufruft, so entsteht ein aogér Methodenstapel Methodenstapel
(engl. stack). Vom Methodenstapel wird immer nur die olegaliso die zuletzt auf-

gerufene Methode ausgefuhrt. Erst wenn diese beendetdsiviguer vom Stapel

entfernt wurde, kann die Methode darunter fortgesetzt arer®ie Datenstruktur

des Stapels findet auch in anderen Bereichen Anwendung (Kieghitel 35).

Bemerkung: St ackOver f | owEr r or

Wenn nicht mehr genug Speicherplatz fir neue Methodenralwodanden ist,
erzeugt die virtuelle Maschine in Java eirénack Over f | owEr r or . Dieser Fall  StackOverflowError
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Palindrom

lineare Suche

tritt auf, wenn eine Rekursion niemals den Basisfall eireader den Basisfall erst
nach zu vielen Schritten erreichen wirde.

O

Rekursionen kdnnen nicht nur bei mathematischen Funktiorevendet werden,
sondern auch in vielen anderen Bereichen.

Ein Palindrom ist ein Wort, dass sowohl vorwarts als auclkwigcts gelesen das
gleiche ist.

Selbsttestaufgabe 34-8:

Implementieren Sie die Methodéool ean istPalindromterativ
(String s), die iterativ pruft ob es sich bei der Zeichenkette um einnPal
drom handelt.

Der Begriff Palindrom lasst sich auch rekursiv definierein. \Bort aus einem oder
keinen Zeichen ist immer ein Palindrom. Ein langeres Wodasn ein Palindrom,
wenn der erste und letzte Buchstabe identisch sind und dsrdee Zeichenkette,
also ohne den ersten und letzten Buchstaben, auch ein feeatinst.

Selbsttestaufgabe 34-9:

Implementieren Sie die Methodédool ean i st Pal i ndr onRekur si v
(String s), die mit Hilfe der rekursiven Definition pruft, ob es sich lor
Zeichenkette um ein Palindrom handelt.

Auch fur das Suchen in und das Sortieren von Feldern gibtregesiekursive Al-

gorithmen. Bisher haben wir ein sortiertes Feld immer tteraon einem Ende

zum anderen durchsucht. Dieses Verfahren wird auch lineache genannt. Wir
kénnen jedoch auch das mittlere Element eines sortiertédesdetrachten und
entscheiden, in welcher der beiden Halften sich unser g¢ssi&Element befindet.
Anschlie3end halbieren wir die Halfte wieder und treffea glieiche Entscheidung.
Wir gehen solange so vor, bis die zu durchsuchende Mengenmadrioch 2 Ele-

mente beinhaltet. Abb. 34-5 veranschaulicht dieses Viefah

Suche: 32
nur noch
30>327? 2 Elemente

214(5|11(13[(19]122(30|32|37(45|51|53(60|68|77

w U o

Abb. 34-5 Binare Suche
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Wir koénnen die Methodeboolean istEnthalten(int wert, int[]
feld, int start, int ende) , die im Bereichstart  bis einschlief3lich
ende im Feld nach dem Wert sucht, folgendermal3en rekursiv imeigiaren:

/I wir gehen von einem sortierten Feld aus
boolean istEnthalten(int wert, int[] feld,
int start, int ende) {
/l Basisfall: Bereich enthélt maximal 2 Elemente
if (ende - start <= 1) {
return feld[start] == wert || feld[ende] == wert;
}
/I sonst: rekursive Aufteilung
/I Mitte bestimmen
int mitte = start + (ende - start) / 2;
if (feld[mitte] == wert) {
/I wert gefunden
return true;
}
if (feld[mitte] > wert) {
/I in linker Héalfte suchen
return istEnthalten(wert, feld, start, mitte - 1);
} else {
/I in rechter Halfte suchen
return istEnthalten(wert, feld, mitte + 1, ende);

Wir stellen fest, dass die Methode zwei Parameter hat, dieifie Uberpriifung,
ob ein Element in einem Feld enthalten ist, nicht wirklichwendig sind. Wir

kénnen die Methode mit vier Parametern pilivate  deklarieren und zusatzlich
eine offentliche Methode mit zwei Parametern anbieten dideprivate Methode
dann aufruft.

public class Binaersucher {

public boolean istEnthalten(int wert, int[] feld) {
return istEnthalten(wert, feld, 0, feld.length - 1);

}

private boolean istEnthalten(int wert, int[] feld,
int start, int ende) {
...

Dieser Algorithmus wird als binare Suche (engl. binary sepbezeichnet. Natir- bindre Suche
lich kdnnte auch schon bei groBeren Restmengen auf ein esdamim Beispiel binary search
iteratives Suchverfahren umgeschaltet werden.
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Interpolationsuche

Sortieren von Feldern
Quicksort

Pivotelement

Ein &hnliches Verfahren wenden wir auch haufig an, wenn wir Beispiel in ei-

nem Lexikon nach einem bestimmten Begriff suchen. Wir ggdnheeine Seite auf,
sehen nach, ob wir uns vor oder nach dem gesuchten Wort imaBégitbefinden,
und wahlen dann aus, in welchem Teil wir weitersuchen. Dissien wir jedoch
bei der Auswahl der nachsten Seite unser Wissen uber digdPoder Buchstaben
im Alphabet mit einflieRen, so dass wir nicht immer genau dige\tles entspre-
chenden Teils auswahlen. Dieses Wissen steht bei der higaiehe nicht zur Ver-
fugung. Wird Wissen Uber die Verteilung bei der Suche besiatkigt, so spricht
man von einer Interpolationsuche.

Selbsttestaufgabe 34-10:

Fuhren Sie auf dem folgenden Feld eine bindre und eine ls&aiche nach dem
Element 38 aus. Wie viele Vergleiche bendtigen Sie, bisd&&idbment gefunden
haben?

int] y = {3, 7, 14, 16, 18, 22, 27, 29, 30, 34, 38, 40, 50};

Selbsttestaufgabe 34-11:

Ergdnzen Sie die KlassdBi naer sucher um eine Methodebool ean
istEnthalten(String s, String[] feld), die mit Hilfe einer bi-
naren Suche pruift, ob die Zeichenkette in dem Feld enthate®ie kdnnen sich
dabei Hilfsmethoden definieren. Hilfsmethoden sollterhriian Geheimnisprinzip
gekapselt sein.

FUr das Sortieren von Feldern gibt es beispielsweise deorifttgnus Quicksort.
Bei diesem Verfahren wird zufallig ein Element des Feldes sbgenanntes
Pivotelement ausgewahlt. Anschliel3end werden die Elextad Feldes aufgeteilt.
In dem einen Teil befinden sich alle Elemente, die kleinedatsPivotelement sind
und im anderen alle, die gré3er als das Pivotelement sinstie3end werden bei-
de Teile wiederum mit dem gleichen Verfahren aufgeteili. Bglen mit maximal
zwei Elementen kann die Sortierung dann direkt vorgenommweaden. Anschlie-
Rend ist das gesamte Feld sortiert. Abb. 34-6 veranschadieses Verfahren.

Um dieses Verfahren zu implementieren teilen wir den Aliyonius in zwei Teile.
Das Aufteilen des Feldes implementieren wir in der Methadieilen() und
das Sortieren in der Methodgiicksort()

Dafur priufen wir zunéchst, ob das Feld weniger als 3 Elemieaitehaltet. Ist dies
der Fall, so werden die beiden Elemente, wenn notig, vectduBei einem gro-
Beren Feld wird das Feld mit Hilfe der Methodefteilen() umsortiert. An-
schlieBend werden die beiden Teile rekursiv mit dem gleidfefahren sortiert.
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Pivotelement

512(3 71 [35]17(67(23]11[15]|21]|45

<=5 <=35 > 35
213 5 7 17123[11115(21]| (35| |67 |45
werden direkt werden direkt
sortiert <17 >17 sortiert
213 5 71 111151712321 [35]|(45]|67

werden direkt  werden direkt
sortiert sortiert

213|157 |1M|15[|17]|21]|23| |35]|45|67

213|565 |7|11|15|17|21)|23|35|45|67

Abb. 34-6 Quicksort

Um zu wissen, in welchem Bereich sie sortieren soll, benddie Methode
quicksort() zwei zusatzliche Parameter, ahnlich wie bei der bindret&uc

void quicksort(int[] feld, int start, int ende) {
/I Basisfall: leeres Feld
if (ende < start) {
return;
}
/I Basisfall: maximal 2 Elemente,
if (ende - start <= 1) {
/I wenn notig die beiden Werte vertauschen
if (feld[start] > feld[ende]) {
int temp = feld[start];
feld[start] = feld[ende];
feld[ende] = temp;
}
return;
}
/I Feld aufteilen
int grenze = aufteilen(feld, start, ende);
/I linken Teil (ohne Pivot) Sortieren
quicksort(feld, start, grenze - 1);
/I rechten Teil (ohne Pivot) Sortieren
quicksort(feld, grenze + 1, ende);

Um das Feld entsprechend aufzuteilen, wahlen wir das etstedsat als Pivotele-
ment. Anschliel3end beginnen wir, vom zweiten Element asteigiend, ein Ele-
ment zu suchen, das grof3er als das Pivotelement ist. Eb@&gsonbn wir, vom
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letzten Element an absteigend, ein Element zu suchen, kssrlist als das Pivot-
element. Haben wir diese beiden Elemente gefunden, sausgettan wir sie und su-
chen von den Positionen aus weiter. Das Vertauschen entheldssich die Suchin-
dizes von links und rechts treffen. Das Element an der Granzkanschliel3end
mit dem Pivotelement vertauscht. Dieses Vorgehen ist in A% 7 dargestellt.

Pivotelement m
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Suchindizes haben
sich getroffen,
Pivotelement an
richtige Stelle tauschen lr

513 (2]|7|67(17

23

11

35

15

21

45

Abb. 34-7 Aufteilen eines Feldes an Hand des Pivotelements

/I teilt die Elemente auf und liefert die
/I Position des Pivotelements zurlick
int aufteilen(int[] feld, int start, int ende) {

/I Index von links

int | = start + 1,

/I Index von rechts

int r = ende;

/I Pivotelement

int pivot = feld[start];

/I Umsortierung

while (I < 1) {

/I erstes Element gro3er als Pivot finden

while(feld[l] <= pivot && | < 1) {
++;

}

34 Rekursion
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/I erstes Element kleiner als Pivot finden
while(feld[r] > pivot && | < 1) {

r--;
}

/I Elemente vertauschen
int temp = feld[l];
feld[l] = feld[r];
feld[r] = temp;
}

/I Indizes haben sich getroffen
/I prufen ob Grenze korrekt
if(feld[l] > pivot) {

/I Grenze anpassen

I--;
}

/I Grenze gefunden, Pivot entsprechend vertauschen
feld[start] = feld[l];

feld[l] = pivot;

return I;

Selbsttestaufgabe 34-12:

Versuchen Sie, die einzelnen Schritte in der Implememtgenit Hilfe des folgen-
den Beispielaufrufs nachzuvollziehen.

int] x = {12,2,6,1,8,34,10,7,20};
quicksort(feld, 0, feld.length - 1);

Ein weiteres rekursives Sortierverfahren ist das ,Satiedurch Verschmelzen* Sortieren durch
(engl. merge sort). Bei diesem Verfahren wird im Gegensatfuaicksort nicht Verschmelzen
beim Aufteilen sortiert, sondern erst wieder beim Zusanfiigen. Das Feld wird Me9¢ SOt

in zwei moglichst gleich grol3e Halften aufgeteilt, die ndeimn gleichen Verfahren

sortiert werden. Die beiden sortierten Teilfelder werden nu einer sortierten Ge-

samtliste vereint, indem die beiden ersten Elemente wérgh und das kleinere aus

seinem Teil entnommen und in das Zielfeld tbernommen wiak ®ird solange

fortgesetzt, bis beide Teilfelder leer sind. Abb. 34-9 wechaulicht die Aufteilung

und Verschmelzung der Felder.



396 34 Rekursion

7 135|17(67| 5| 2 |23[11| 3 |15[21(45
A
7 |135(17(67| 5| 2 ||23]|11| 3 |15|21|45 T
L T i E
7 |135|17||67| 5|2 |[23|11]| 3 [|15]|21|45 II_
A7 SA A S AT AN E
7 1135|17|[67]|| 5| 2 |[23]|[11]| 3 ||15(|21]45
werden direkt  werden direkt werden direkt  werden direkt
sortiert sortiert sortiert sortiert
7 ||117]35(|67|| 2 | 5 |[23] 3 |11|[15][21|45 \E/
YN Y R
S
7 117135(| 2|5 |67||3 |11]23| |15|21|45| C
H
~ ~ M
E
2|5]|7|(17(35|67|| 3|11|15|21|23|45 L
E
2|35 |7 |11]15|17|21|23|35(45|67 N
Abb. 34-9 Sortieren durch Verschmelzen (merge sort)
Das Verschmelzen der beiden Teilfeldér = (ly,l5,...,l,,) und R =
(r1,re,...,r,) ist in Abb. 34-10 dargestellt und kann folgendermaf3en defini
werden:
L wennR leer ist
R wennL leer ist
merge(L, R) =

li + merge((la, ..., L), R) wennl; <y
r1 + merge(L, (ro,...,7,)) sonst

Das Zeichen ,+“ soll hier bedeuten, dass das Element vormeénifreld eingefugt
wird.
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215 |7 (17(35[67 3 111115|21|23|45
2

11115]121(23)45

5|7 [17|35]|67 3
3

2

5|7 117|35|67 11
\\\izr:ZID"—__————_—-——//
315

2

Abb. 34-10 Verschmelzen zweier sortierter Felder

Bei einer Implementierung wirden wir feststellen, dass\@aschmelzen der Fel-
der sehr miihsam ist, da wir immer wieder neue Felder erzemgesten, in die wir
die Elemente hinein kopieren. Im folgenden Kapitel 35 wangd@ Datenstrukturen
kennen lernen, die die daflir notwendigen Operationen, ume Beispiel das Ein-
fugen und Léschen von Elementen, das wir beim Verschmeleaitlyen, besser
unterstutzen.

Selbsttestaufgabe 34-13:

Versuchen Sie, das folgende Feld mit Hilfe des Algorithn&srtjeren durch Ver-
schmelzen“ von Hand zu sortieren.

int] x = {12,2,6,1,8,34,10,7,20};



