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INHALT DER KURSEINHEIT



Bevor es los geht:
Studierhinweise und Notationen

Studierhinweise

Der vorliegende Kurs Maf3- und Integrationstheorie fiithrt in ein zentrales Gebiet der
Analysis ein. Die moderne Maf3- und Integrationstheorie ist fiir zahlreiche Gebiete
der reinen Mathematik (z. B. Funktionalanalysis, Differentialgeometrie) und der
angewandten Mathematik (insbesondere in Wahrscheinlichkeitstheorie und ma-
thematischer Statistik) unverzichtbar. Auch fiir Anwendungen der Mathematik in
Physik, Technik oder Wirtschaftswissenschaften spielt die Maf- und Integrations-
theorie eine wichtige Rolle. In diesem Kurs tragen wir die — unserer Meinung nach —
wichtigsten Grundlagen der Maf- und Integrationstheorie zusammen, wie sie jeder
Mathematiker kennen sollte.

Der vorliegende Kurs 01145 Maf- und Integrationstheorie ist fester Bestandteil
des Bachelorstudiengangs ,,Mathematik®. Vollzeitstudierenden raten wir den Kurs
im dritten Semester zu bearbeiten (bei Studienbeginn im Wintersemester) oder im
zweiten Semester (bei Studienbeginn im Sommersemester). Bei Teilzeitstudieren-
den raten wir den Kurs im flinften bzw. vierten Semester zu belegen. Fiir Studie-
rende andere Studiengéange (wie Diplom oder Master) kann der Kurs eine sinnvolle
Ergdnzung im Bereich Analysis und/oder Stochastik sein.

Im Lehrtext sind viele Aufgaben von unterschiedlicher Schwierigkeit eingestreut,
zu denen Sie Musterlosungen im Anhang des jeweiligen Kapitels finden. Wir emp-
fehlen sehr dringend, dass Sie diese Aufgaben zunéchst selbststandig versuchen zu
l6sen. Konsultieren Sie die Musterlosung erst dann, wenn Sie die Aufgabe selbst
gelost haben oder wirklich nicht mehr weiterkommen. Mathematik lernt man vor
allem durch Problemlésen. Neben den Aufgaben im Text dienen dazu insbeson-
dere die Einsendeaufgaben. Zu jeder Kurseinheit erhalten Sie (in der Regel vier)
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6 Studierhinweise und Notationen

Einsendeaufgaben, fiir deren Bearbeitung Sie jeweils zwei Wochen Zeit haben (ab
offiziellem Bearbeitungsbeginn der Kurseinheit). Die von Ihnen eingeschickten Lo-
sungen erhalten Sie korrigiert zuriick. Die aktive Teilnahme an der Lésung dieser
Aufgaben ist nicht einfach ein zusatzliches Angebot; es ist vielmehr die zentra-
le Moglichkeit, den Stoff zu erlernen und zu vertiefen. Auch die Klausur zum
Abschluss des Kurses wird aus Aufgaben bestehen, die mit Einsendeaufgaben ver-
gleichbar sind.

Als Vorwissen wird fiir diesen Kurs nur der Kurs 01141 ,,Mathematische Grund-
lagen® vorausgesetzt. Natiirlich konnen Sie dieses Grundwissen auch auf andere
Art erworben haben, etwa durch die Kurse Analysis (01134) und Lineare Algebra
(01104). An einigen Stellen dieses Kurses benotigen wir Konzepte und Ergebnisse
aus der linearen Algebra, wie sie z. B. im Kurs 01143 vermittelt werden. Wenn Sie
diesen Kurs gleichzeitig belegen, haben Sie diese Kenntnisse dort bereits erworben,
bevor Sie im vorliegenden Kurs gebraucht werden.

An einigen Stellen bendtigen wir Kenntnisse aus der Analysis, die in den ,,Mathe-
matischen Grundlagen® nicht enthalten sind. Diese Begriffe, Resultate und meist
auch Beweise sind im vorliegenden Kurs enthalten. Der Kurs Analysis (01144)
kann dafiir zur Vorbereitung oder Vertiefung dienen, sein Inhalt wird jedoch fiir
den vorliegenden Kurs nicht benotigt.

Es gibt eine Anzahl guter Lehrbiicher iiber Ma$- und Integrationstheorie. Wir ha-
ben uns fiir diesen Kurs insbesondere an den folgenden Monografien orientiert, die
wir dem Leser auch zur Vertiefung und Abrundung des Stoffs empfehlen kénnen:

Heinz Bauer: Maf- und Integrationstheorie
2. Auflage, de Gruyter 1992

und
Jirgen Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie

2. Auflage, Springer 1998.
Letzteres Buch zitieren wir z. B. im Text gelegentlich als FElstrodt.

Auf den Kurs 01141 Mathematische Grundlagen verweisen wir durch Hinweise wie
»MG, Kapitel 17

An dieser Stelle danken wir der Autorin von MG, Frau Prof. Dr. Unger fiir wertvolle
Starthilfe zum Schreiben des vorliegenden Kurses.

Dariiber hinaus empfehlen wir Thnen Lehrbiicher aus der Analysis, z.B.

Martin Barner, Friedrich Flohr, Analysis I und II
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de Gruyter 2000 und 1989

Otto Forster, Analysis 1-3
Vieweg + Teubner 2008-2009

Walter Rudin, Analysis
Oldenburg 1998

und (in Englisch):

Serge Lang, Real Analysis
Addison-Wesley 1983

Der Kurs Maf- und Integrationstheorie beginnt in Kurseinheit 1 mit einer Wie-
derholung und Vertiefung des Riemann-Integrals. Sie lernen auflerdem Begriffe wie
gleichmafige Stetigkeit und gleichmaflige Konvergenz und das Riemann-Stieltjes-
Integral kennen.

Kurseinheit 2 ist verschiedenen Grundlagen gewidmet, die Sie fir die folgenden
Kurseinheiten brauchen. Es bietet einen Mix aus Mengenlehre, Analysis, Topolo-
gie und Funktionalanalysis. Alle notigen Begriffe werden eingefiihrt, die meisten
Resultate bewiesen.

Kurseinheit 3 und 4 entwickeln die Theorie der Mafle. Dabei ist das Volumenmafl
in R¢ (Lebesgue-Maf) von beispielgebender Bedeutung, aber auch andere wichtige
Mafle werden eingefiihrt und ausfiihrlich diskutiert.

Kurseinheit 5 behandelt die Integrationstheorie, die auf der Mafitheorie aufbaut.
Wir definieren das Lebesgue-Integral und seine Verwandten und zeigen insbeson-
dere die wichtigen Konvergenzsétze (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz
von der majorisierten Konvergenz).

Kurseinheit 6 beschiftigt sich schwerpunktméBig mit der Integration im RY.

Die abschliefende Kurseinheit 7 gibt einen Uberblick iiber weitere Themen der
MafB- und Integrationstheorie und insbesondere einen Ausblick auf wichtige An-
wendungsgebiete in Funktionalanalysis und Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Wir haben eine Internetseite eingerichtet, in der wir iber Korrekturen am Skript,
iiber zusétzliche Hinweise und aktuelle Neuigkeiten informieren. Gerne nehmen wir
Vorschlige zu Gestaltung, Verdnderung und Ergédnzung der Seite entgegen. Wir
raten Thnen dringend, diese Web-Site von Zeit zu Zeit zu besuchen:

http://www.fernuni-hagen.de/stochastik/kurse/k01145.html

Noch eine Bitte in eigener Sache: Leider wird dieser Kurs trotz mehrfachem Kor-
rekturlesen Druckfehler und Unstimmigkeiten enthalten. Vielleicht ist auch die
eine oder andere Argumentation unverstidndlich oder fehlerhaft. Moglicherweise
wiinschen Sie sich einige Themen ausfithrlicher oder weniger ausfiihrlich behan-
delt. Bitte teilen Sie uns dies Alles mit. Wir sind bei der Verbesserung des Textes
auf Ihre Mitwirkung angewiesen!

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg (und vielleicht auch ein bisschen Spafl) beim Be-
arbeiten des Kurses.
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Mathematische Notationen

A := B bedeutet: ,,A wird definiert als B“

N bezeichnet die natiirliche Zahlen: {1,2,...}, bei Ny nehmen wir noch die Null
dazu, also Ny = {0,1,2,...}. Z sind die ganzen Zahlen und Q sind die rationalen
Zahlen, also die Zahlen % mit p € Z und ¢ € N.

R bezeichnet die reellen Zahlen, R, = {z € R |z >0}, R = RU {+00, —cc}.

Wir nennen eine reelle Zahl x positiv, wenn x > 0 ist. Wenn wir x > 0 meinen,
sagen wir x ist strikt positiv.

(a,b) ={r€eR|z>aund x <b}
[a,b) :={r€R|z>aund x <b}
(a,b):={r€eR|z>aund x <b}
[a,b] :={z€eR|z>aund z <b}
0 ist die leere Menge { }.

N C M bedeutet: N ist eine Teilmenge von M. Das heifit, dass jedes Element von
N auch ein Element von M ist. Insbesondere gilt fiir jede Menge M: () € M und
M C M. N C M heift N C M, aber N # M. Zwei Mengen M und N heiflen
disjunkt, wenn sie keine gemeinsamen Elemente haben, wenn also M NN = {) gilt.

Mengendifferenzen schreiben wir A\ B := {z | z € A und = ¢ B}. Wir schreiben
auch CA := M \ A, wenn die Grundmenge M aus dem Zusammenhang klar ist.

Sind f und g Abbildungen mit f : M — N und g : N — K, dann ist die Abbildung
go f: M — K definiert durch g o f(z) := g(f(x))

Eine Funktion f : R — R heit monoton wachsend (oder monoton steigend oder
isoton), wenn aus x < y folgt, dass f(z) < f(y) gilt und streng monoton wachsend
(oder streng monoton steigend oder streng isoton), wenn aus x < y die Aussage
f(z) < f(y) folgt. Entsprechend folgt aus x < y fiir monoton fallende (oder
antitone) Funktionen, dass f(x) > f(y) ist, und fiir streng monoton fallende (oder
streng antitone) Funktionen, dass f(z) > f(y) gilt.

Sind A und B Aussagen, dann ist die Konjunktion A A B von A und B diejenige
Aussage, die genau dann wahr ist, wenn A und B beide wahr sind. Die Disjunktion
AV B von A und B ist diejenige Aussage, die genau dann wahr ist, wenn mindestens
eine der Aussagen A oder B wahr sind. Die Aussprache von A A B ist ,,A und B*
und die von AV B ist ,,A oder B*
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Die Implikation A = B von Aussagen A und B bedeutet: Ist A wahr, dann
ist B wahr. Sie wird als ,aus A folgt B“ oder ,A impliziert B* ausgesprochen.
Insbesondere gilt: Die Implikation A = B ist schon dann wahr, wenn die Aussage
A falsch ist. ,aus Falschem kann man Alles folgern.* Analog bezeichnet A <= B:
Ist B wahr, dann ist A wahr. Sie wird als ,aus B folgt A“ oder ,,B impliziert A*
ausgesprochen.

Die Aquivalenz A <= B von Aussagen A und B bedeutet A = B und A < B.
Sie wird als ,,A und B sind dquivalent* ausgesprochen. Haufig werden wir in diesem
Kurs Aquivalenzen A <= B dadurch zeigen, dass wir im ersten Teil des Beweises
A = B zeigen, das deuten wir durch ,=“ am Beginn dieses Beweisteiles an, und
dann im zweiten Teil die Implikation A <= B (also B = A) zeigen, was wir
durch ein ,,<=* einleiten.

Eine Aussage ,es gibt ein z“ wird mit Hilfe vom Existenzquantor 3 ausgedriickt:
3,. Die Aussage J,.cnA(z) bedeutet: Es gibt ein x € M und fiur dieses x gilt
die Aussage A(z). Der Allquantor V wird verbal durch ,Fir alle* ausgedriickt; ¥,
bedeutet ,fir alle z“. Insbesondere bedeutet V,cprA(z): Fir alle x € M gilt die
Aussage A(x). noch ausfiihrlicher geschrieben:  Fir alle x gilt: z € M — A(x)“

Sie werden feststellen, dass sich einige Notationen von denen unterscheiden, die
Sie z. B. in den ,Mathematischen Grundlagen® oder aus anderen Quellen kennen.
Dies 143t sich leider nicht verhindern, da Notationen nicht universell und tiberall
identisch sind. Z. B. konnen sich in verschieden Gebieten der Mathematik un-
terschiedliche Sprech- und Schreibweisen fiir das gleiche Objekt etablieren. Wir
werden uns moglichsten tun, um alle Notation vor Benutzung zu erklaren.
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Griechische und andere Buchstaben

Wie in der Mathematik iiblich und wohl unvermeidlich benutzen wir Buchstaben
des griechischen Alphabets, insbesondere

« sprich: ,alpha®, das griechische ,a*

6] sprich: , beta*, das griechische ,,b*

v sprich: ,,gamma®, das griechische ,,g*

) sprich: ,delta”, das griechische ,,d“

A sprich: , Delta‘, das griechische ,D*

€ sprich: ,epsilon®, das griechische e

A sprich: ,lambda‘®, das griechische ,,1*

A sprich: ,Lambda‘“, das griechische , L

1 sprich: ,mi*, das griechische ,m*“

v sprich: ,ni*, das griechische ,n*

X sprich: ,,chi“, das griechische ,,ch*

w sprich: ,,omega“, das griechische (lange) ,,0¢
Q sprich: ,Omega“, das griechische (lange) ,0¢
Dariiber hinaus benutzen wir ,,Schonschrift-Buchstaben®, wie A,C,J, die man

(z. B.) ,,Skript-A“, ,Skript-C*, | Skript-I* usw. spricht.
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Kapitel 1

Das Riemann-Integral

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem ,Riemann-Integral“, das Sie aus
dem Kurs ,Mathematische Grundlagen“ — und vielleicht auch aus der Schule —
kennen.

Wir werden zunéchst die Definition wiederholen und an einige wichtige Eigenschaf-
ten erinnern, andere neu beweisen.

Zur Vorbereitung auf dieses Kapitel empfehlen wir [hnen, sich noch einmal den In-
halt des Kapitels 19 (aus Kurseinheit 7) des Kurses ,Mathematische Grundlagen*
ins Gedachtnis zu rufen. Sie werden auflerdem die Begriffe ,,Grenzwerte von Fol-
gen“ (Kapitel 12) und ,Stetigkeit“ sowie ,,Grenzwerte von Funktionen“ (Kapitel
14) aus diesem Kurs brauchen. Im Folgenden kiirzen wir den Kurs ,Mathemati-
sche Grundlagen® als ,MG* ab. Ein Zitat wie ;MG 14.3.4“ zum Beispiel weist hin
auf die Definition der Konvergenz einer Funktion im Kapitel 14 Abschnitt 3 des
Kurses Mathematische Grundlagen.
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1.1 Definition und elementare Eigenschaften

1.1.1 Vereinbarung: Im Folgenden sind a und b reelle Zahlen, fiir die a < b gilt.

1.1.2 Definition: Eine Partition des Intervalls [a, b] ist eine Folge P von endlich
vielen reellen Zahlen tg,t,...,t, fir die gilt:

(1) toza,tn:b,

(2) to <t <...<t,.

Die Zahlen tg,...,t, heiflen die Stiitzpunkte von P, wir schreiben die Partition
P auch als P = (tg,...,t,). Die Menge aller Partitionen von [a, b] bezeichnen wir
mit Z([a, b]).

1.1.3 Beispiel: Zua < bund n € N wird durch t; := a+k b_T“, =0,...,neine
Partition des Intervalls [a, b] erklart. Weil fir diese Partition die Abstande ¢, — 51
fir alle k = 1,...,n gleich sind (ndmlich gleich I’_T“), sprechen wir auch von einer

Partition mit Aquidistanten Stiitzpunkten oder auch von einer dquidistanten
Partition.

1.1.4 Definition: Ist f : [a,] — R eine beschrankte Funktion und
P = (ty,...,t,) eine Partition von [a, b], dann setzen wir fiir i = 1,...,n:
und

M; =sup{f(z) | ti-1 <z < t;}. (1.2)

Dann definieren wir die Untersumme U( f, P) als

U, P) = S milts — ti 1) (1.3)

=1

und die Obersumme O(f, P) als

O(f,P) = iMi(ti i) (1.4)

1.1.5 Bemerkung: Nur wenn f beschrankt ist, sind alle m; und alle M; definiert!
Deshalb haben wir in Definition 1.1.4 die Beschranktheit von f gefordert.

1.1.6 Definition: Ist a < b und f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion, dann
heifit f Riemann-integrierbar, wenn gilt:

sup{U(f, P) | P € Z([a,b])} = mf{ O(f, P) | P € Z([a,b])}.
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Ist f Riemann-integrierbar, dann heift

b

/f(ﬂf) dx = sup{U(f, P) | P € Z([a,b])} (= inf{ O(f, P) | P € Z([a,b])})

das Riemann-Integral von f (von a bis b oder auf [a, b]).

1.1.7 Bemerkung: Im Kurs MG werden Riemann-integrierbare Funktionen ein-
fach ,integrierbar® genannt. Wir werden in diesem Kurs allgemeinere Integrierbar-
keitskonzepte betrachten. Zur Unterscheidung fiigen wir hier die Vorsilben ,Rie-
mann‘ an.

Ist eine Funktion f auf der Menge M C R definiert und [a,b] C M, dann sagen
wir, dass f auf [a, b] Riemann-intergrierbar ist, wenn die Einschréinkung von f auf
das Intervall [a, b] Riemann-integrierbar ist.

1.1.8 Definition: Fir b < a definieren wir
b
[ 1@)de =~ [ j(@)da. (15)
a b

falls f tber [b, a] Riemann-integrierbar ist.

Auflerdem setzen wir

/f(m) dr = 0, (1.6)

Im Kurs MG wurde bereits die folgende Formulierung fiir die Riemann-Integrier-
barkeit bewiesen:

1.1.9 Proposition: Ist a < b und f : [a,b] — R beschrankt, dann ist f genau
dann Riemann-integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Partition P von [a, b

gibt, so dass O(f, P) —U(f, P) < ¢ ist.

Aus dem Kurs MG kennen wir bereits die folgenden Sétze (MG 19.1.16, 19.1.11):

1.1.10 Satz: Sind die Funktionen f und g auf [a,b] Riemann-integrierbar und
sind «a, # € R, dann ist die Funktion

Mz) = af () + fg() (1.7)
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auf [a, b] Riemann-integrierbar und es gilt:

/bh(:c) dx = a/bf(:c) dx—i—ﬁ/bg(x) dx. (1.8)

1.1.11 Satz: Sei a < ¢ < b. Ist die Funktion f : [a,b] — R auf [a, ¢] und auf [c, 0]
Riemann-integrierbar, dann ist f auf [a, b] Riemann-integrierbar und es gilt:

/bf(x) dx:/cf(m) d:c+/bf(x) dz. (1.9)

Wir beweisen den folgenden Satz, der die Monotonie des Integrals ausdriickt.

1.1.12 Satz: Sind f und g auf [a, b] Riemann-integrierbare Funktionen und gilt
f(z) < g(x) fir alle « € [a, b], dann folgt

/bf(a:) dr < /bg(x) dx. (1.10)

Beweis: Da f(z) < g(z) gilt, folgt fir jede Partition P € Z([a, b]):
Uf,P)<Uly,P)
(und O(f, P) < O(g, P)). Also gilt auch
[f@de = swp Ut P)

PeZ([a,b])

< sup U(g,P)
PeZ([a,b])

b
= /g(x) dx.

a

|
1.1.13 Korollar: (a) Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar und gilt f(z) > 0 fur

b
alle z € [a, b], dann gilt /f(:z:) dx > 0.

(b) Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar und gilt m < f(z) < M fiir alle x € [a, D]
mit Zahlen m, M € R, dann gilt:
b
m(b—a) < /f(a:)da: < M (b—a).

a
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Beweis:
(a) Ergibt sich aus b) mit m = 0.

(b) Es sei h(z) = m fir alle x € [a, b]. h ist Riemann-integrierbar auf [a, b] mit

/abh(a:) dz = m(b — a).

Es gilt
Also ist nach Satz 1.1.12

m(b—a):/bh(x)dxg/bf(x)dx.

Die obere Schranke zeigt man analog. a

1.1.14 Satz: Ist die Funktion f : [a,0] — R beschrinkt und ist f auf allen
Intervallen [c, d] C (a, b) Riemann-integrierbar, dann ist f auch auf [a, b] Riemann-
integrierbar.

Beweis: Da f beschrinkt ist, gibt es ein C' > 0, so dass fiir alle x,y € [a, b] gilt:
[f(x) = fy)l < C.

Nun sei € > 0 gegeben. Wir wéhlen ¢,d € [a,b] so, dass a < ¢ < d < b ist und
c—a < ;5 sowie b —d < {5 gelten.

Nach Voraussetzung ist f auf [, d] Riemann-integrierbar, also gibt es (nach Pro-

position 1.1.9) eine Partition P’ = (to,...,t,) von [c,d]| mit
O(f, Py —U(f, P) < i
Wir setzten m = inf f(z) und M = sup f(z) sowie m = inf f(x) und
z€la,c] z€[a,c] xz€[d,b]
M = sup f(x).
z€[d,b]
Durch Hinzunahme der Stiitzstellen a und b zur Partition P’ = (to,...,t,) entsteht

die Partition P = (a, to, ..., t,,b) von [a,b].
Es gilt:

O(f,P)—Z/{(f,P)
= (M —m)(c—a) + O(f, Py =U(f,P) + (M —m)(b—d)
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Wir beweisen nun, dass ,viele Funktionen Riemann-integrierbar sind. Wir begin-
nen mit:

1.1.15 Satz: Sei f : [a,b] — R monoton. Dann ist f Riemann-integrierbar auf
[a, b].

Notation: Eine Funktion f : R — R heifft monoton steigend, wenn
aus r < y die Ungleichung f(z) < f(y) folgt, und streng monoton
steigend, wenn aus x < y die Ungleichung f(z) < f(y) folgt. Sie heifit
monoton fallend, wenn aus * < y  f(x) > f(y) folgt, und streng
monoton fallend, wenn aus x <y  f(z) > f(y) folgt.

Eine Funktion f heifit monoton, wenn sie monoton steigend oder mono-
ton fallend ist.

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir eine monoton steigende Funktion f, fiir mo-
noton fallendes f ist der Beweis analog.
Ist P = (to,...,t,) eine Partition von [a, b], dann gilt wegen der Monotonie von f:

m; = inf{f(z) [ ti.1 <@ <t} = f(tia)

und
M; = sup{f(z) [ti-1 <@ < t;} = f(t)-
Daher gilt
U(f,P) =D f(tic)(ti — tia)
i=1
und

n

O(f, P) =>_ f(t:)(t: — tim1).

Deshalb gilt:
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Wir wéhlen jetzt € > 0 und eine Partition P = (to,...,t,) mit

6(P) = max (t; —t;_1) <. (1.11)

i=1,...,n

wobei § > 0 ist. Der genaue Wert von ¢ wird spater in Abhéngigkeit von € gewéhlt.
Fiir eine solche Partition gilt

O(f,P)—U(f, P) = z”: (f(tz) — f(tz‘q)) (ti — tiz1)

Die Summe zn: (f(tl) - f(tl-,l)) ist eine ,, Teleskop-Summe*, d. h.:
f}Uﬁ»—fmAD—(ﬂh%—ﬂmD+(ﬂm%—ﬂhD (1.12)
+ (f(t3>—f(t2))+~-
+ (Fltar) = Ftn2)) + (F(t) = f(Ear).

In dieser Summe fallen fast alle Terme weg, weil sie einmal mit ,,+“ und einmal
mit ,,—* vorkommen. Ubrig bleibt

(f(t:) = Fia)) = F(ta) = f(t0)
= f(b) = f(a).

n
1=

Daher gilt
O(f,P) —U(f,P) < (f(b) - f(a)) 6.

Wenn wir also (siehe (1.11)) §(P) < 4 so klein machen, dass (f(b) - f(a)) ) <e
ist, dann gilt
O(f,P) _u(fap) <E.

Also ist f nach Proposition 1.1.9 Riemann-integrierbar. a
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Studierhinweis: Den Satz 1.1.16 haben Sie bereits als Korollar zum
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung im Kurs MG kennenge-
lernt. Hier geben wir einen anderen, etwas direkteren Beweis. Fiir diesen
Beweis bendtigen wir den Begriff der gleichméfigen Stetigkeit, der auch
in anderen Zusammenhangen sehr wichtig ist.

Wenn Sie den Kurs ,,Analysis“ bearbeitet haben, dann sollten Sie den
Begrift der gleichmafiigen Stetigkeit bereits kennen. Fiir alle, die diesen
Begriff nicht (oder nicht mehr) kennen, gibt es den Anhang ,,GleichméBige
Stetigkeit“ in diesem Kapitel. Dort wird der Begriff der gleichméfBigen
Stetigkeit eingefiihrt und erldutert. Insbesondere wird dort bewiesen, dass
jede auf [a, b] stetige Funktion dort sogar gleichméBig stetig ist.

Wir wenden uns nun dem folgenden wichtigen Satz zu:
1.1.16 Satz: Ist f : [a,b] — R stetig, dann ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar.
Im Beweis von Satz 1.1.16 benétigen wir folgendes Resultat:

1.1.17 Satz: Ist f : [a,b] — R stetig, dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0, so
dass fiir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < 0 folgt, dass

[f(x) = fly)l <e
gilt.

1.1.18 Bemerkung: Dieser Satz besagt, dass zu € > 0 die Zahl 6 > 0 unabhéngig
von x (bzw. y) gewahlt werden kann.

Den Beweis von Satz 1.1.17 finden Sie im Anhang zu diesem Abschnitt oder im
Kurs ,,Analysis*.

Beweis von Satz 1.1.16:
Zunéachst ist die Funktion f wegen MG 14.2.8 beschréankt. Wir setzen zu n € N:

b—a

1" = a4+ k——. (1.13)
n
Dann ist
P, = (W 6 )
eine Partition von [a, b] und es gilt t,(cn) — t,(cn_)l =< k=1,...,n Da die Funktion

f nach Voraussetzung auf [a, b] stetig ist, gibt es nach Satz 1.1.17 zu jedem & > 0
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ein n € N, so dass

b—
< falls |z — y| < 2~

gilt (z,y € [a,b]).

Wir untersuchen nun die Ober- und Untersumme zur Partition P,:

-y

k=1
Z”: b—a
Dabei ist — wie ublich —
My = sup f(x), mi = inf  f(x). (1.14)
tp—1 et tp—1<z<iy

Fir z,y € [t_1,t] gilt |z —y| < =2 < 2% Fir n groB genug ist also (fir

T,y € [tp—1,tk])

und daher auch

Folglich gilt

pj:
=

ol
—_

IN
S

8<
= —<e.
2

Nach Proposition 1.1.9 ist daher f integrierbar. a

Satz 1.1.16 lasst sich in verschiedene Richtungen verallgemeinern. Hier folgt eine
wichtige Verallgemeinerung:

1.1.19 Satz: Ist die Funktion f auf [a,b] beschrankt und gilt fir eine endliche
Menge M, dass f auf der Menge [a, b] \ M stetig ist, dann ist f auf [a, b] Riemann-
integrierbar.
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1.1.20 Aufgabe: Beweisen Sie Satz 1.1.19!

1.1.21 Satz: Ist f stetig auf [a,b], f(z) > 0 fir alle = € [a, b] und gilt
b
[ fw)da =

f(z) =0 firalle z € [a,b].

dann folgt

Beweis: Angenommen f(z() > 0 fiir ein o € [a, b]. Dann muss wegen der Stetig-
keit von f gelten, dass es fiir e = 3 f(20) > 0 ein 6 > 0 gibt mit

[f(x) = flzo)| <€
fir alle x mit |z — xo| < § (und = € [a, b]). Dies impliziert
f() > 3 Flwo) (1.15)

fur alle |z — zo| < 0 (und = € [a, b]). Es gibt also ein Intervall [¢, d] C [a,b], (¢ < d),
so dass f(x) die Ungleichung (1.15) fiir alle x € [¢, d] erfullt. Also folgt

flzo)(d—¢c) >0

im Widerspruch zur Voraussetzung / f(z)dx = 0.

Also war die Annahme, dass f(zo) > 0 ist, falsch. O

1.1.22 Beispiel: Fir f(z) = sinz gilt /f dr = 0, aber offenbar ist f(x)

nicht fiir alle z € [—1, 1] gleich Null. Das 1st kein Widerspruch zu Satz 1.1.21, weil
f(x) =sinzx in [—1, 1] nicht grofer oder gleich Null ist.

1.1.23 Aufgabe: Wo haben wir die Voraussetzung f(x) > 0 im Beweis von Satz
1.1.21 eigentlich verwendet?
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1.1.24 Satz: Ist f : [a,b] — R stetig und gilt fur alle [¢,d] C [a, D]

d
[ fw)dz =0,

dann gilt:
f(z) =0 firalle z € la,bl.

Beweis: Angenommen f(zg) # 0 fiir ein 2y € [a,b]. Wir diirfen annehmen, dass
f(z0) > 0. (Der Beweis ist fir f(zq) < 0 vollig analog.)

Wegen der Stetigkeit von f gibt es (wie im vorigen Beweis) ein Intervall
[e,d] C [a,b] mit ¢ < d, so dass

im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Die Aussage der Séatze 1.1.21 und 1.1.24 sind falsch, wenn man die Stetigkeit von
f nicht voraussetzt. Sei dazu

1.1.25 Definition: Ist A C R, dann definiert

1 fallsx € A,
xalx) = { (1.16)
0 sonst

die charakteristische Funktion x4 : R — R der Menge A.

Dann gilt:

b
1.1.26 Proposition: /X{o} (x) dz = 0 fiir beliebige a,b € R, a < b.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Untersuchung von Ober- und Un-
tersummen und zeigen damit auch die Riemann-Integrierbarkeit. Wir wahlen ein
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Intervall [a,b] mit a < b und 0 € [a, b].

(Ist 0 ¢ [a,b], dann ist x{oy(z) = 0 in [a,b] und damit die Behauptung trivial.)
Ist P = (to,...,t,) eine Partition von [a,b], dann gilt, dass U (x o}, P) > 0.
Wir wéhlen nun P so, dass

5(P) = max (tz — ti—l) <0

1=1,....,n

ist. Dann folgt
O(X{O}ap) S 57

also ist inf O(x oy, P) = 0 = supU(xqo}, P) = Xqo} ist Riemann-integrierbar und
b
/X{o} (x)dz = 0. O

Leider gibt es auch ,harmlos wirkende“ Funktionen, die nicht Riemann-integrier-
bar sind. Im Folgenden werden wir dazu ein Beispiel kennenlernen.

1.1.27 Definition: Fiir D = QN|[0, 1] heiBt die Funktion xp die Dirichletfunk-
tion.

1.1.28 Bemerkung: Es gilt also

1 reQnlo,1],
xo(e) = {O sonst. (1.17)

1.1.29 Satz: Die Dirichletfunktion xp : [0,1] — R gegeben in (1.17) ist nicht
Riemann-integrierbar.

Beweis: In jedem Intervall [s,¢] C [0,1] mit s < ¢ liegen sowohl rationale Zahlen
als auch irrationale, d. h. [s,t] N Q # 0 und [s,t] N ([0, 1]\ @) # 0. Ist also
P = (ty,t1,...,t,) eine Partition von [0, 1], dann gilt:

mp = Hlf{XD(.T) ‘ tk,1 <z < tk} =0
und
My, =sup{xp(z) | tr-1 <x <t} =1

Also gilt U(xp, P) = 0 und O(xp, P) = 1 fir jede Partiton P von [0, 1], folglich
ist xp nicht Riemann-integrierbar. a
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1.1 A Anhang: Gleichmaflige Stetigkeit.

In diesem Anhang fiihren wir den Begriff der gleichméfBigen Stetigkeit ein.
Der Anhang ist gedacht fiir alle, die diesen Begriff noch nicht kennen oder
ihn wiederholen wollen.

1.1.30 Definition: Sei M C R. Eine Funktion f : M — R heifit stetig in M,
wenn f in jedem Punkt x € M stetig ist, d. h. zu jedem x € M und jedem € > 0
gibt es ein § > 0 (das von € und x abhéngen darf), so dass gilt:

Aus y € M und |y — z| < ¢ folgt |f(y) — f(x)] < e.

1.1.31 Beispiele:
1. Die Funktion f: (0,1) = R, f(z) = 2% ist in (0, 1) stetig.
2. Die Funktion g : (0,1) — R, g(z) = % ist in (0, 1) stetig.

Wir beweisen die Stetigkeit von f (aus 1.1.31 Beispiel 1): Wir rechnen

f(y) = f(2)| = |y* — 27|
=ly+al-|y—zl
<2y — x| (weil z,y € (0,1)).

Ist also € > 0, dann wéhlen wir
0= —¢. (1.18)

Ist |y — 2| < 9, dann ist

1f(y) — fx)] <2ly —z| <e.
Beachten Sie, dass wir § unabhéngig von x wéihlen konnten!

Fir das Beispiel 2 in 1.1.31 zeigen wir die Stetigkeit folgendermafien: Fiir x,y > 0

1st | |
1 1 T —y
Ig(y)—g(w)|—‘y—x PR

Ist also € > 0, dann ist |g(y) — g(x)| < ¢ falls |z — y| < exy. Wéhlen wir

oz
0 = mi —, = 1.1
min (52 : 2), (1.19)
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dann folgt aus |x — y| < § zunachst

y=1r—(r—y)
>x—|r—y|
>z —90
xr
>r— =
- 2
_Z
2

und ferner

X
T3
2
€%
2 —=¢.

zZ
2

Beachten Sie, dass 0 nicht nur von ¢ sondern auch von z abhéngt. Insbesondere
muss (unser) § immer kleiner gewédhlt werden, wenn x klein wird.

1.1.32 Definition: Sei M C R. Eine Funktion f : M — R heifit gleichmafig
stetig auf M, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 (das von &, aber nicht von x abhéngen darf), so
dass fir alle € M gilt: Ist y € M und |y — z| < § dann gilt |f(y) — f(x)]| < e.

1.1.33 Beispiele:

L f:(0,1) - R, f(x) =22 f ist gleichmaBig stetig auf (0, 1).
Das haben wir gerade bewiesen, denn die Wahl von ¢ in (1.18) war unab-
héngig von z € (0, 1).

2. g: (0,1) > R, g(x) = 1. g ist nicht gleichméBig stetig auf (0, 1).
Unsere Wahl von ¢ in (1.19) hing (stark) von z ab. Es konnte natiirlich sein,
dass es eine clevere Wahl von ¢ gibt, die unabhéngig von x ist. Dies ist jedoch
nicht der Fall. Angenommen, wir hétten zu jedem € > 0 ein § > 0 gefunden,
so dass: Aus |y — x| < § folgt |g(y) — g(z)| < e fur alle z,y € (0,1).
Wir wéhlen z = % und y = i, dann ist |y — z| = % < 0 falls n grofl genug
ist.

Aber \% — 1| = n > ¢ fiir groBe n. Dies ist ein Widerspruch.
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1.1.34 Aufgabe: Betrachten Sie die Funktion f: R — R
f:R—=R; f(x)=2 (1.20)

Ist f auf R gleichmafig stetig?

In unserem Beispiel 2 in 1.1.31 machte der linke Rand von (0, 1) die gleichméfige
Stetigkeit ,kaputt®. Die Funktion g(z) = % ist fur alle x > 0 stetig, aber die
Stetigkeit wird fir kleine x ,immer schlechter®, d. h. fiir festes ¢ > 0 musste
d(e, ) immer kleiner gewéhlt werden, wenn z kleiner wird.

Mit anderen Worten: Die Funktion g(x) = i wird immer steiler, wenn x gegen
Null geht.

Der folgende zentrale Satz zeigt, dass Hindernisse fiir die Gleichméfigkeit der
Stetigkeit nur vom Rand kommen konnen:

1.1.35 Satz: Ist f : [a,b] — R stetig auf [a,b], dann ist f gleichméBig stetig auf
[a,b].

1.1.36 Bemerkungen:

1. Es ist entscheidend, dass das Intervall [a,b] abgeschlossen ist. Wir haben
bereits gesehen (Beispiel 2 in 1.1.31), dass der Satz fiir offene Intervalle nicht
gilt.

2. Weiterhin ist entscheidend, dass das Intervall [a, b] beschrankt ist. Wir ha-
ben gesehen (Aufgabe 1.1.34), dass der Satz auf R ebenfalls nicht gilt.

3. Im Satz kann dass Intervall durch eine beliebig abgeschlossene und be-
schriankte Menge M ersetzt werden. Tatséchlich gilt der folgende Beweis
auch fiir diesen Fall. (Siehe auch Kapitel 2.)

4. Satz 1.1.17 folgt direkt aus Satz 1.1.35 und Definition 1.1.32.

Beweis (Satz 1.1.35): Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.
Angenommen, die Funktion f ist nicht gleichméBig stetig.
Es ist also FALSCH, dass zu ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass fir z,y € [a, b] gilt:

ly—z| <0 = |fly) — f@)] <e.

Das heifit: (durch Negation von Quantoren)
Es gibt ein € > 0, so dass zu jedem § > 0 x,y € [a, b] existieren mit

y—o| <3, aber |f(y) - fx)|><.
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Sei ein solches € > 0 fest gewéhlt. Wir konnen dann 6 = % wahlen und z,,, y,, € [a, 0]
mit 1
Yn — Tn| < n und |f(yn) = f(@n)] > €. (1.21)

x, ist eine Folge mit Werten in [a,b]. Weil [a,b] beschriankt ist, existiert eine
Teilfolge x,,, von x,, die konvergiert, etwa x,, — xo. Weil [a, b] abgeschlossen ist,
gehort x¢, der Limes von x,,; zu [a, b]. Die Folge y,,, konvergiert ebenfalls gegen x,
denn

1
|yNj_x0| < |ynj_$nj|+|$nj_x0| < ;+|$nj_w0|_>0‘
J

Nach Voraussetzung ist f in [a, b] stetig, also insbesondere stetig in xy € [a, b]. Da
die Folgen z,,, und y,; gegen xo konvergieren, folgt aus der Stetigkeit von f, dass

f(@n;) = f(zo) wnd  f(yn,) = f(0)
gilt.

Ist also n; grof} genug, dann gilt

|f(2n;) = flz0)| < ' und | (Y, — fl0)] < %

Aber dann wiirde folgen

und dies steht im Widerspruch zu (1.21). O
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1.2 Integrationsmethoden und Beispiele

In diesem Abschnitt wiederholen wir die wichtigsten Integrationstechniken (aus
MG 19.2) und berechnen einige Beispiel-Integrale.

1.2.1 Definition: Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, dann heift die Funk-
tion

F(z) = / ftydt  (a<z<b) (1.22)
das unbestimmte Integral von f.

Die Funktion G : [a,b] — R heift Stammfunktion von f, wenn gilt G'(x) = f(x)
fir alle z € [a, b], wobei G’ die Ableitung von G bezeichnet.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung schlégt eine wichtige Briicke
zwischen Integral und Ableitung (= Differential). Er stellt dartiber hinaus die
wichtigste Integrationstechnik iiberhaupt dar.

1.2.2 Satz: (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
f i la,b] = R sei Riemann-integrierbar und F'(z) = / f(t) dt sei das unbestimmte

Integral von f.

1) Ist f stetigin ¢ € [a, b], dann ist F' in ¢ differenzierbar und es gilt: F'(c) = f(c).
Insbesondere: Ist f stetig in [a, b], dann ist das unbestimmte Integral von f eine
Stammfunktion von f.

2) Ist G eine (beliebige) Stammfunktion von f, dann gilt: F(z) = G(x) — G(a),
b
insbesondere gilt /f(a:) der = G(b) — G(a).
1.2.3 Bemerkung: Teil 1) von Satz 1.2.2 heifit auch hiufig der erste Haupt-

satz der Differential- und Integralrechnung, Teil 2) heifit entsprechend der zweite
Hauptsatz (der Differential- und Integralrechnung).

Durch geschicktes , FErraten” von Stammfunktionen kann man also Integrale aus-

rechnen.

1.2.4 Beispiele:
1. f(z) =e™ (a # 0) hat die Stammfunktion F(z) = % e**.

2. f(x) = ze* hat die Stammfunktion F(z) = o e
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T

3. Die Stammfunktion von f(z) = e~ ist nicht mittels elementarer Funktionen

darstellbar.

Kennt man die Ableitungen aller ,wichtigen* Funktionen (wie ", sinz, e etc.),
dann kann man auch die Ableitungen von , Kombinationen®“ solcher Funktionen
(wie (sin \/z)", e”" 5" etc.) ausrechnen.

Beim Integral ist dies nicht der Fall. Auch wenn man das Integral von z? und
¢* berechnen kann, gelingt das mit e** nicht explizit. Das Hauptproblem besteht
darin, dass es keine Regel gibt, wie das Integral eines Produktes aus den Integralen
der Faktoren berechnet werden kann.

Aus diesem Grunde sagt man auch, Differenzieren sei ein Handwerk, Integrieren
eine Kunst.
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1.2.5 Tabelle: Stammfunktionen (Tabelle aus dem Kurs MG)

sin?(z)

Funktion Definitionsbereich Stammfunktion
x— 2" n €Ny R :rl—>n%r1x”+1
r—az " neNn>2 | R\{0} T g
e (0, 00) x — log(z)

e A (—00,0) x — log(—x)
r—=a*aceR a#—1](0,00) x> ogatt!

T ﬁ R x +— arctan(z)
T 11_362 (—=1,1) x +— arcsin(z)
x — exp(x) R x +— exp(x)
r—a®,a>0,a#1 R xr—>10g1(a)am

x > cos(x) R x +— sin(x)

x +— sin(x) R x +— — cos(x)
x> m ((k— %)ﬂ,(k—i—%)ﬂ), k€Z |z~ tan(x)

T g (lmr, (k—|—1)7r>, kel x — — cot(x)

31

Aus dem Hauptsatz und aus Ableitungsregeln (Produkt- und Kettenregel) ergeben
sich die folgenden wichtigen Satze:

1.2.6 Satz: (Partielle Integration)
Sind f, g : [a,b] — R stetig differenzierbar, dann gilt

[ f@)g (@) da

a

F)g(b) = fla)gla) — [

a

b

f(@)g(x) da
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Wir nennen h : [a,b] — R stetig differenzierbar, wenn A in [a, b] differen-
zierbar ist und die Ableitung b’ eine stetige Funktion auf [a, b] ist.

b
Die Schreibweise h(x) ‘ ist eine Kurzform fiir

1.2.7 Satz: (Substitutionsregel)
Ist f: [c,d] — R stetig und g : [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar, dann gilt:

b g(b

)
[ 1(a@))g' @) do = [ fw)du, (1.23)
g(a)

a

Die Beweise zu den Sétzen 1.2.2, 1.2.6 und 1.2.7 finden Sie im Kurs MG Abschnitt
19.2.

Wir werden jetzt an einigen Beispielen diese Integrationstechniken einiiben. Wir
beginnen mit Funktionen der Gestalt f(z) = ﬁ wobei P ein Polynom erster oder
zweiter Ordnung ist.
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Eine Funktion P der Gestalt
z) = > a’
=0

mit a; € R, heifit ein Polynom. Der Grad des Polynoms ist der grofite
Index j, fiir den a; # 0 ist.

Sind P(x) und Q(z) Polynome und sind {z1,...,z,} die Nullstellen von
P, dann heifit die Funktion R : R\ {zy,...,2,} — R definiert durch

Q(x)

B = b

eine rationale Funktion.

Es gibt eine Methode, mit der sich Integrale von rationalen Funktionen
explizit berechnen lassen, wenn man alle (reellen und komplexen) Nullstel-
len des Nenners P(z) angeben kann. Diese Methode finden Sie in vielen
Analysisbiichern unter dem Stichwort ,, Partialbruchzerlegung®. Im Folgen—
den beschranken wir uns auf rationale Funktionen der Gestalt P(I), mit
Polynomen P vom Grade eins oder zwei.

1.2.8 Beispiel: Sei

flz) = le_i_ 3 mit «, 5 # 0. (1.24)

fist fir z € R\ {—g} wohldefiniert und dort stetig. Ist [a,b] C R\ { } dann
ist f auf [a,b] beschrénkt, also ist f dort integrierbar.

Sei also [a, b] ein Intervall mit —2 < a < b, dann gilt

1 7
a(l
59

b b

/am+ﬁ

(Wir haben die Substitution y = § z angewandt).

Es bleibt also ﬁ zu integrieren. Wir wissen, dass g(z) = logz die Ableitung
¢'(z) = L hat (fiir z > 0). Also gilt mit h(y) = log(y + 1), dass W' (y) = ? ist (fur
y>—1).
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Also gilt fur ein Intervall [¢,d] mit ¢ > —1

d
1 d+1
/y—l—ldy = log(d + 1) — log(c+ 1) = log <c+1> :

[

Folglich ist

b
1 1 sb+1 1 ab+ 3
dr = ~log | 2 =1 1.2
/ozx+6 * aOg(ga+1) ong(oza—f—ﬁ (1.25)

a

falls a > —g. Ubrigens hitte man auch gleich raten kénnen, dass f(x) = log(ax +
f) in diesem Fall eine Stammfunktion ist.

Der Fall a < b < —g kann analog behandelt werden, wobei wir verwenden, dass
g(z) = log|z| fiir alle z # 0 die Ableitung §'(z) = + hat. Somit folgt h(y) =

log |y + 1], W (y) = ﬁ fur y # —1 und

b
a/axiﬁdxzilog Z‘Zig (1.26)
fir —g & |a,b].
1.2.9 Beispiel: Wir betrachten
/b ! dx
J Pa)
fiir ein Polynom 2. Grades, namlich
P(x) = 2% + Bz + . (1.27)

Durch quadratische Ergénzung erhalten wir:

P(z) = 2> + Bx 4+~

= <x2+ﬁx+:>+<’y—5j>
_ <x+§>2+ (7—542> . (1.28)

Wir unterscheiden nun drei Falle:
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Falla) D=~ -2 >0
Dann ist P(z) > D > 0 fir alle z € R. Somit ist % auf ganz R definiert,
stetig und daher auf jedem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar.

Es gilt:

’ 1
/7d:v
J x2 4+ Pr 4+

————dx
4 (x+§)2+D

B

2

b+
1 B
= dy (mit der Substitution y = x + )
2
.2 y*+ D 2
b+5
IR |

b+ 5
VD
! L it der Substituti J
= z mit der Substitution z = ——
vD J, 22 +1 VD
a+5
7
048
1 Vb
= —= arctan(2)| s
D +

—L arctan b+§ — arctan CH—g
VD VD vD )

Wir haben also

/bw)erD dr = \/15 (arctan (b\jﬁg) — arctan (a\/%g» (1.29)

a

—_

fir D > 0.

Fallb) D=~ -2 <0
Dann hat das Polynom P(z) = 2* 4+ Sz + ~ zwei verschiedene (reelle) Null-
stellen, ndmlich

T = —g +vV—D und zy= —g —v-=D. (1.30)
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Dann ist also P(z) = (z — x1)(z — x2) und wir haben

b
1
a/(x—xﬁ(w—xz) dz (1.31)

zu berechnen, wobei x1, x5 ¢ [a, b] gelten muss.
Der entscheidende Trick bei der Berechnung dieses Integrals ist, den Inte-
granden geschickt umzuschreiben:

! —1<1—1). (1.32)

(x—21)(x —22) Ty —Ty \T—T; T —T9

(Dieses Verfahren nennt man Partialbruchzerlegung. Es kann auch auf Po-
lynome hoherer Ordnung angewandt werden. Wir verweisen fiir Details auf
die Literatur).

Mit Hilfe von Gleichung (1.32) kénnen wir das Integral (1.31) berechnen:

dx

/ 1
a/(:v—$1)(:v—$2)
1 Pl Pl
:x1—I2 (a/(x_m)da:—a/(x_:@)dm)

1 b>

= <log(x — 1)
— L (log(b — @) — logla — 1)  log(b — w3) + log(a — 22))

b

— log(z — x9)

a

1 — X9
T — X2
_ 1 10g<(b_xl)(a_x2>>,

T — Ty (b—z2)(a —x1)

wobei wir (zg <) x; < a angenommen haben. (In den anderen zwei Féllen
L0 < x¥ und Lxe < a < b < x1“ miissen wir — wie in Beispiel 1.2.8 — die
Stammfunktion log |z| von 1 benutzen.) Somit ist

/abldx: ! log<(b_$1)(a_$2)> (1.33)

2+ pfr+7y 1 — Ty (b — x29)(a — 1)

mit 1, x5 in (1.30) und 25 < 1 < a.

1.2.10 Aufgabe: Berechnen Sie

20

1
10
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Es bleibt noch der

Fallc) D=~ -2 =0
Dann miissen wir

/ab<12da: (1.35)

x4+ g)
untersuchen. Wir betrachten zunéachst

b
1
/; dz (1.36)

fiir 0 ¢ [a,b]. Es gilt fur f(z) = —1, dass f/(z) = - ist, also

1 1 1 1
—dr=——| == ——. 1.37
a/:c2 v x| ~a b (1.37)
1.2.11 Aufgabe: Berechnen Sie
Pl
/ - dz (1.38)
B
a (1‘ + 5)
fiir —2 ¢ [a, b].
1.2.12 Beispiel: In diesem Beispiel wollen wir Integrale der Gestalt
/Sin(mc) sin(max) dx (1.39)
0

fir n,m € N (n,m > 1) berechnen. Solche Integrale spielen in der Theorie der
Fourier-Reihen eine wichtige Rolle.

Beachten Sie, dass die Integranden sin(kx) an den Integrationsgrenzen 0 und 7
verschwinden (weil k& € N ist.)

Wir behandeln das Integral (1.39) mit Hilfe der partiellen Integration:

/ﬂsin(nx) sin(ma) dox = ]sin(nm) (;11 cos(mac))/ dx
= — sin(nx); cos(mz) ’W + ]rncos(nx) . ;Lcos(mx) dx
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= % /cos(nm) - cos(mz) dz, (1.40)

weil sin(nx) cos(mz) ‘; =0 ist.

Das Integral (1.40) sieht nicht viel einfacher aus als das Ausgangs-Integral (1.39)
und tatséchlich fallt uns nichts anderes ein als nochmal partiell zu integrieren: Wir
erhalten dann

(1.40) = % /Wcos(nx) (7}1 sin(m:c))/ dx

" <>1'<>\”+”27'<>'<>d
= — Ccos({nx)— simimax —Q sin(nax ) sinima xr
m m 0 m20

n? r
= W/sin(nx) sin(max) dz.
0

Damit scheinen wir uns im Kreis gedreht zu haben. Aber das ist nicht wahr, denn

wir haben
iy

2 K
/sin(mc) sin(mx) dx = n—Q /sin(nx) sin(mx) dx (1.41)
0 0
gezeigt. Daraus folgt fir n # m:

/sin(na:) sin(ma) dx = 0. (1.42)

Fiir n = m haben wir gezeigt:

/sinQ(mc) dr = /COS2(TL£L‘> dx (mit (1.40))
0 0
= /(1 — sin?(nx)) dx (weil sin®x + cos®z = 1)
0
=r— /sinQ(n:c) dx.
0
Also gilt

/ﬂsin2(nx) de = —. (1.43)

|
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b
1.2.13 Aufgabe: Seien 0 < a < b gegeben. Berechnen Sie / log x dz.

39
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1.3 Grenzwerte und Integrale

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, ob (und in welchem Sinne)

b b

Yy [ fole)do = [ Jin £, () do
a a

gilt, also ob Limes und Integral vertauscht werden konnen. Dazu ist zunéchst

zu klaren, was mit nh_}rrolo fn, also dem Grenzwert einer Funktionenfolge eigentlich

gemeint ist. Wir werden dazu einen ausfiihrlichen Einschub iiber Konvergenz von

Funktionenfolgen machen.

1.3.1 Definition: {f,},cn sei eine Funktionenfolge auf M C R, d.h. zu jedem
n € Nist f, : M — R eine Funktion. Wir sagen, f,, konvergiert punktweise
gegen die Funktion f : M — R, wenn fur alle x € M gilt:

lim fu(2) = f(a). (1.44)
1.3.2 Beispiele:
L. f,:]0,1] = R,
Fulz) = <1 - x) 22 (1.45)
n
konvergiert punktweise gegen
fz) = 2> (1.46)
2. fn:[0,1] = R,
falz) = 2" (1.47)
konvergiert punktweise gegen die Funktion
0 x e |0,1),
OR R (1.48)
(Fir 0 <z <1 gilt 2™ — 0.)
3. fn:R—=R,
n Ik
fulz) = o (1.49)
k=0 "

flx)=> i e”. (1.50)
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4. fn:]—2,2] = R sei definiert durch:

n falls i <z < 2
fa(x) = { " n (1.51)
0 sonst.

Dann konvergiert f, punktweise gegen die ,,Nullfunktion

f(z) =0 furalle z € [-2,2]. (1.52)

5. Verallgemeinerung von 4:
a, sei eine beliebige Folge reeller Zahlen. f,, : [—2,2] — R sei definiert durch

a, firt<z<?2,
n n

ful@) = {O sonst. (1.53)

Dann konvergiert f,, punktweise gegen die Nullfunktion in (1.52).

Leider sieht man an diesen Beispielen, dass punktweiser Limes und Integral nicht
immer miteinander vertauschen.

Genauer: Konvergiert die Folge Riemann-integrierbarer Funktionen f,, : [a,0] — R
punktweise gegen eine Riemann-integrierbare Funktion f, dann folgt NICHT, dass

b

/fn(x)d:b gegen /bf(:p)dx

a

konvergiert.

Im Beispiel 4 gilt:
2

/fn(I) dr =1 fir alle n,

-2

2
wahrend die Grenzfunktion f(z) = 0 das Integral / f(z)dx = 0 hat.
-2
Im Beispiel 5 gilt:

Durch Wahl von a,, = n - a konnen wir %an gegen jede beliebige reelle Zahl a
konvergieren lassen, durch die Wahl «,, = n? konvergiert %an nicht (wir sagen
L a, konvergiert gegen Unendlich), fir a, = a - n(—1)" springt % zwischen den
Werten a und —a hin und her (konvergiert also erst recht nicht).
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Tatséchlich kommt noch eine grundlegende Schwierigkeit dazu:

Sind die Funktionen f, : [a,b] — R Riemann-integrierbar und konvergiert die
Folge f, punktweise gegen eine Funktion f : [a,b] — R, dann muss f nicht einmal
beschrankt sein, und erst recht nicht Riemann-integrierbar.

1.3.3 Beispiel: Sei

Lofir <<,
T A E (154)
dann konvergiert f, punktweise gegen die Funktion
Lfir 0<ao<1,
f(x)_{o fir —1<a<0. (1.55)

Die Funktionen f,, sind alle beschrankt (aber die Schranke hangt von n ab!), die
Funktion f ist unbeschrénkt.

1.3.4 Beispiel: Sei

@n:{g‘qe{L...,n},pe{0,1,...,q}}, (1.56)

dann gilt Q,, C Q,,1 und
UJ Q. clo.1]. (1.57)
n=1

Wir setzen f, : [0,1] — R,

1 falls z € @Q,,

0 sonst. (1'58)

o) = {

Die Menge @Q, ist endlich, daher ist jedes f, stiickweise stetig und beschrankt.
Satz 1.1.19 zeigt, dass alle f,, Riemann-integrierbar sind.

Ist z eine irrationale Zahl (x ¢ Q), dann gilt f,,(x) = 0 fiir alle n.

Ist x eine rationale, etwa x = %, dann liegt x € Q,, fur alle n > ¢. Also gilt dann

falz)=1 fir n>gq. (1.59)

Daher folgt:
fa(z) = fo(x) (x €0,1]), (1.60)

wobei fo = xp die Dirichletfunktion (siehe (1.17)) ist. Die f,, konvergieren also
punktweise gegen eine beschréankte Funktion, die nicht Riemann-integrierbar ist.
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Aus dem Gesagten kann man folgern:
Riemann-Integral und punktweise Konvergenz passen nicht recht zusammen.

Es stellt sich heraus, dass die punktweise Konvergenz im Zusammenhang mit dem
Riemann-Integral ein zu schwacher Begriff ist.
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Exkurs: Gleichmaflige Konvergenz.

1.3.5 Definition: Ist M C R und sind f,, und f Funktionen mit f, : M — R,
f+ M — R, dann sagen wir: Die Funktionenfolge f,, konvergiert gleichmaflig
gegen die Funktion f, wenn zu jedem € > 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle
r € Mund allen > N

|f(x) = ful@)| < e (1.61)
gilt. Statt f,, konvergiert gleichméfig gegen f, schreiben wir auch f,, — f gleich-
maBig (auf M).

Die punktweise Konvergenz und die gleichméaflige Konvergenz von Folgen unter-
scheiden sich ,nur® durch das Vertauschen von zwei Quantoren.

Punktweise Konvergenz

Zue>0und x € M gibt es ein N (= N(g,x)), so dass fir alle n > N
gilt:
f(z) = fulz)| <e.

D. h. : Wenn ich punktweise Konvergenz behaupte, verpflichte ich mich zu
folgendem:
Sie geben £ und x vor, dann gebe ich Thnen ein N an, so dass fiir n > N

[f(z) = fulz)| <

ist.
Mein N darf von € und x abhéngen.

Gleichmiflige Konvergenz
Zu € > 0 gibt es ein N, so dass fiir alle x € M und alle n > N gilt:

|f(z) = falz)] <e.

D. h. : Wenn ich gleichméflige Konvergenz behaupte, verpflichte ich mich
zu folgendem:

Sie geben mir € > 0 vor (aber noch kein z),

dann muss ich Thnen ein N angeben, so dass

|f(z) = fo(z)] <& fir n>N

und ALLE z, egal wie Sie x (nachdem ich N angegeben habe) wéhlen.
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1.3.6 Beispiele:

L fu:[0.1] 5 R, fulz) = (1 =)a2
[ konvergiert gleichméBig gegen f : [0,1] — R, f(z) = 2%

Beweis dieser Aussage: Sei € > 0.
Wihle N = N(e) > £, dann gilt fiir n > N und alle z € [0, 1]:

T 1, 4 1 .
_ I T 1 |zl <1
@)~ ful@)l = 20 = et < (weil [z] < 1)
<1
SN C©F

2. fn:]0,1] = R, f,(z) = 2™ konvergiert punktweise gegen
0 fir0<z<l,
€T) =
/(@) {1 fir z = 1.

Aber: f, konvergiert nicht gleichméflig gegen f.
Es gilt

falz) =2" — 0= f(x) (0<z<1)und
fr(l)=1"=1—=1= f(1) fiir n — o0o.
Seinun 0 < e < %, dann ist {/2e < 1 fiir alle n > 1. Dann gilt mit « = /2¢
|f(7) = fu(@)] = [0 — 2" = 2" = 2¢ > ¢,

Damit haben wir gezeigt:
Es gibt ein € > 0 (jedes ¢ < & tut’s), so dass es fiir jedes n ein z € [0, 1] gibt
(z.B. x = {/2¢), so dass

[f(@) = fulz)| > €

ist. Das heif3t, f,, konvergiert nicht gleichméflig gegen f.

3. Wir betrachten die Potenzreihe Z ap x¥. Hat Z ap x* den Konvergenzradius

k=0 k=0
R > 0, dann konvergiert Y _ aj 2* fiir |z| < R absolut. Durch
k=0
fl@)=> aya" (1.62)
n=0

ist eine Funktion f: (—R, R) — R definiert (siche MG Kapitel 17).

n

Wir setzen f,(z) = Y a, 2" und behaupten:
k=0
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1.3.7 Proposition: Hat Z arz® den Konvergenzradius R und ist
k=0
[a,b] C (—R, R), dann konvergiert die Funktionenfolge

fn i la,b] = R, falz) =" ay, 2* (1.63)
k=0
gleichmafig gegen die Funktion

f:la,b] = R, flz) = i_o:ak k. (1.64)

Beweis: Ry sei so gewdhlt, dass [a,b] C [-Ry, Ry] C (—R, R). Dann konver-

giert Z ap x¥ fiir © = Ry absolut, d.h.:
k=0

o0
> Jan| Ro* < oo .

k=0

Zu e > 0 gibt es also ein Ny, so dass Z |ag| Ro" < € gilt. Dann folgt fiir
k=No
x € [a,b], dass

o0

[f(@) = fal)] < 30 fag] |2)*
k=n+1

< Y |ay| Ro"

k=n+1
< €

falls n > Ny. Also konvergiert f, gleichméflig gegen f. a

Aus den Definitionen 1.3.1 und 1.3.5 der punktweisen und gleichméafligen Konver-
genz folgt direkt die nachstehende Aussage.

1.3.8 Proposition: Wenn f, gleichméflig gegen f konvergiert, dann konvergiert
fn auch punktweise gegen f.

1.3.9 Bemerkung: Die Umkehrung von Proposition 1.3.8 gilt nicht (siehe Bei-
spiel 2 in 1.3.6).
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1.3.10 Definition: Ist f: M — R eine beschrankte Funktion, dann setzen wir
[ flloc = sup | f(z)]. (1.65)
zeM

| f|loo heiBt die Supremumsnorm von f.

1.3.11 Proposition: Sind f und g auf M beschrankte Funktionen, dann gilt die
Dreiecksungleichung:

1+ glloo < M flloe + [19lloe- (1.66)

Beweis:

If +3lle = sup|f(z)+g(z)l
zeM

< sup{[f(z)| + [g(z)]}
xeM
< sup [f(x)[ + sup [g(z)]
xeM xeM
= [|fllsc + ll9llss
O
1.3.12 Satz: Sind f,, f : M — R beschriankte Funktionen, dann gilt:
fn — [ gleichméBig — Jim. Ilf = fallo = 0. (1.67)
1.3.13 Bemerkung: Mit f — f, meinen wir die Funktion
Also ist
1f = falloo = sup|f(z) = fu(2)].
Beweis von Satz 1.3.12:
»,=" Angenommen, f, konvergiert gleichmafig gegen f.
Dann gibt es zu jedem € > 0 ein N, so dass fiir n > N und alle z € M
€
F@) ~ Fulo) < 5.
Also gilt:
€
1f = fallo = sup |f(z) = fu(2)] < 5 <& (1.68)
zeM 2

Daher konvergiert ||f — f,|lo gegen Null.
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,<=“ Angenommen, ||f — f,||c konvergiert gegen Null.
Dann gibt es zu jedem € > 0 ein N, so dass fiir n > N gilt

If = falle = sup | f(z) = fu(2)] <,
zeM

also gilt fir alle x € M
|f(x) = falz)] <e.
Daher konvergiert f,, gleichmafig gegen f.

1.3.14 Aufgabe: Warum kann man in (1.68) nicht schlieflen, dass
Su5|f($)—fn($)|<§ist?
TEe

1.3.15 Korollar: f, : M — R seien beschrankte Funktionen. Wenn f,, gleichmé-
Big gegen eine Funktion f konvergiert, dann gilt:
Zu e > 0 gibt es ein N € N, so dass fur n,m > N gilt

||fn_fm||oo <e&. (169)

Beweis: Zu € > 0 gibt es ein N € N, so dass
If — fullo < g fir alle n> N.

Sind n,m > N, dann gilt mit Proposition 1.3.11

an - meoo = ||fn —f+f- meoo
< Hf_anoo+ Hf_meOO

<fif-e
2 2 7

Wir haben in Beispiel 2 aus 1.3.6 gesehen, dass die punktweise Konvergenz einer
Folge von stetigen Funktionen nicht stetig sein muss. Bei gleichméfiger Konvergenz
gilt dagegen:

1.3.16 Satz: Konvergiert die Funktionenfolge f, : [a,b] — R (a,b € R, a < b)
gleichméBig gegen die Funktion f und sind alle f,, stetig auf [a,b], dann ist auch
f stetig auf [a, b].
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1.3.17 Bemerkung: Der Satz gilt auch viel allgemeiner fiir f, : M — R mit
M C R?, f, stetig auf M. Im Kapitel 2 werden wir die Stetigkeit von Funktio-
nen auf R? definieren und den allgemeineren Satz beweisen. Der folgende Beweis
benotigt dafiir nur kleinste Anderungen.

Beweis von Satz 1.3.16: Fiir (beliebige) x,y € M gilt:

[f(@) = fW)| < |f(2) = ful@) + fulz) = fuly) + fuy) = f(y)]
< [f(@) = fal@)] + [fulz) = Fu(W)] + [fa(y) = Fy)]
< [fa(2) = Fa@) + 211f = falloo:

~— —

Sei nun € > 0. Da f, gleichméafig gegen f konvergiert, konnen wir n so wahlen,
dass [|f — fullee < §. Fiir dieses (jetzt fest gewahlte) n gilt also fiir alle z,y € M:

@) = F)] < fal@) = fuly) + 5. (1.70)

Laut Voraussetzung ist die Funktion f,, stetig in jedem Punkt x € M. D. h. wir
kénnen § > 0 so wahlen, dass aus |z —y| < ¢

[fal2) = faly)] < 5

folgt. Mit diesem ¢ folgt dann aus (1.70) fiir alle y mit |z — y| < §:

Damit wurde gezeigt: f ist an der (beliebigen) Stelle x € M stetig. O
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1.3 Grenzwerte und Integrale: Fortsetzung
Wir zeigen jetzt, dass man den gleichmafligen Limes ,aus dem Riemann-Integral
herausziehen“ kann, genauer:

1.3.18 Satz: Sind die Funktionen f,, auf [a,b] Riemann-integrierbar und konver-
giert die Funktionenfolge f,, auf [a,b] gleichméaBig gegen die Funktion f, dann ist
auch f auf [a,b] Riemann-integrierbar und es gilt

/bf(a:) d:U:nh_{rolo/bfn(x) dx. (1.71)

Fiir den Beweis benétigen wir folgendes Lemma:

1.3.19 Lemma: f,g: [a,b] — R seien Funktionen mit ||f — g|lo. < a.
Dann gilt fiir jedes Intervall [¢, d] C [a, b]:

sup f(z) < sup g(z) + « (1.72)
z2€[c,d] xz€|c,d]
und
. S _a _
(nf flz) 2 inf g(z)—a (1.73)
Beweis (Lemma 1.3.19):
sup f(z) = sup (f(z) - g(x) + g(x)) (1.74)
z€[e,d] z€lc,d]
< sup (f(z) = g(x)) + sup g(x) (1.75)
z€|c,d] z€[c,d)
< sup g(z) + sup |f(z) - g(x)] (1.76)
z€|c,d] z€la,b]
= sup g(z) + [/ = gllo
z€[e,d]

< sup g(z) + o
z€[c,d)

und

inf f(z)= inf (f(z)—g(z)+g(z))

z€|c,d] z€[c,d]
> inf g(x)+ inf (f(x)—g(x))
z€|c,d] z€[c,d]

> inf g(x) — sup |f(z) — g(2)]
z€lc,d] z€[c,d]
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> inf g(x)— sup |f(z)— g(2)]

z€lc,d] z€[a,b]
=, Inf 9(@) = IS = gl
> inf —
Aot —e
O
1.3.20 Bemerkung: Im obigen Beweis haben wir die Ungleichungen:
sup (f(x)+g(x)) < sup f(x) + sup g(x), (1.77)
zeM xzeM
nf (f(@)+g(x)) > inf f(z) + inf g(z) und (1.78)
inf h(z) > —sup |h(z)] (1.79)
zeM xeM

benutzt.

1.3.21 Aufgabe: Beweisen Sie die Ungleichungen (1.77), (1.78) und (1.79) und
zeigen Sie an Beispielen, dass jeweils die Gleichheit im Allgemeinen nicht gilt.

Wir beweisen jetzt Satz 1.3.18.

Beweis (Satz 1.3.18): Fiir jede Partition P = (to,...,tx) von [a,b] und jedes f,
gilt:

K
omm:z( s >) (e — tir)
k=1 \ZTE€[tk_1 k
K
<3 (s gl fnuoo) (b — tor)
k=1 \ZE[tk 1tk

nach Lemma 1.3.19 mit o = || f — fu|lo0)

(

(
( swp fala )tk—tk1+z\|f Fulloo (b = ta-1)
[z, )

xe[tk 1, tk

te —te1) + [If = falloo (b —a)

1M 11>

sup  f(x
IE[tk 1tk

(da Z(tk —ty1) =tk —to=b—a)

= O(fu P) 4+ If — fulloe (b —a). (1.80)

Analog zeigt man

U(f, P) > Z/{(fn,P) - Hf - anoo (b_ a)' (1'81)
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Zu gegebenem ¢ > 0 wihlen wir nun NV so grof3, dass

£
4(b — a)

If = fulls <

fir allen > N gilt. Da f,, eine stetige Funktion ist, ist f,, nach Satz 1.1.16 Riemann-
integrierbar. Folglich gibt es eine Partition P, so dass

O(fu, P) —U(fn, P) < (1.82)

A~ m

ist (siehe Proposition 1.1.9). Mit dieser Partition P gilt daher:

O(f, P) =U(f, P) < (O(fa, P) + (b= a)[|f = fullo)
— (U(fa, P) = (b= )| f = full)
= O(fu, P) =U(fn, P) +2(b = @) f = fulloo

<€+€<6
4 2 )

Daher ist f Riemann-integrierbar (nach Proposition 1.1.9).

Es gilt:
[ fyds <0G P)
< O(fn, P) +Z (mit (1.80))
<U(fn,P) + g (mit (1.82))
< /fn(:v) dxr + —
und

U
> U(f, P) — i (mit (1.81))
O(f., P) — g (mit (1.82))
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Wir haben auflerdem benutzt, dass fiir jede Riemann-integrierbare Funktion ¢

b

Ug.P) < [ gw)dz < O(g, P)

gilt. Da € > 0 beliebig war, folgt

b

/ )dx = hm /fn

a

1.3.22 Korollar: Hat die Potenzreihe Z aj, ¥ den Konvergenzradius R > 0 und
k=0
ist [a,b] C (—R, R), dann ist

=Y ap 2" auf [a, D] (1.83)
k=0

Riemann-integrierbar und es gilt:

b % b
/f(x)dx:Zak/ z* da
a k=0 a
R Y TSR
=) ——@"" - :
5 (et i

(1.84)

Beweis: Nach Beispiel 3 in 1.3.6 konvergiert f,,(x Z ar, ¥ auf [a, b] gleichmiBig

k=0
gegen f. Nach Satz 1.3.18 gilt daher

b

/ab folz)de — | f(z)dx

und
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1.4 Uneigentliche Riemann-Integrale

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit einer Erweiterung des Riemann-
Integrals, die uns erlaubt, auch (gewisse) unbeschréankte Funktionen zu integrieren
und auch (gewisse) Funktionen iiber unbeschriankte Intervalle (z.B. [0, c0) oder R)
zu integrieren.

Wir benotigen zunédchst einige Sprechweisen zu Grenzwerten von Funktionen.
(Grenzwerte von Funktionen wurden bereits in MG 14.3 eingefiihrt.)

1.4.1 Definition: Sei a,b € R, a < b. Ist f : (a,b) — R eine Funktion, dann
bedeutet

i f(@) = fo (1.85)

dass fiir alle € > 0 ein 0 > 0 exisitiert, so dass gilt:
Aus z € (a,a+d) N (a,b) folgt |f(x) — fo] <e.

Analog, sagen wir, dass

lim f(z) = fo (1.86)

wenn fiir alle € > 0 ein § > 0 exisitiert, so dass gilt:
Aus z € (b—0,b) N (a,b) folgt |f(z) — fol <e.

Ist f: (a,00) — R eine Funktion, dann meinen wir mit

I ) = fo (187
dass fiir alle € > 0 ein R € (a, 00) existiert, so dass gilt:
Aus x > R folgt |f(z) — fo| < e.

Statt a:h—>n§o schreiben wir gelegentlich auch lifm .

In &hnlicher Weise definieren wir lim f(z).

T——00
Schliefflich sagen wir, dass
lim f(z) = oo, (1.88)

T—00

wenn zu jedem N > 0 ein R € (a,00) existiert, so dass gilt: Aus = > R folgt
f(z) > N.

In der gleichen Art und Weise sind li{n flz) = oo, li;r}) (x) = —oo usw. zu
verstehen.
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1.4.2 Warnung: ,,glﬂi_r)r; f(z) = oo* ist eine symbolische Schreibweise. Mit dem
Ausdruck ,,li_r)n f(z) existiert® meinen wir weiterhin, dass der Limes als reelle Zahl
T—a
existiert. Falls lim f (x) = oo ist, existiert der Limes also nicht.
r—a

1.4.3 Proposition: Ist f : (a,b) — R eine monoton steigende Funktion, dann
gilt entweder h}l}) f(z) = fo fir ein fo € R oder es gilt: h}l}) f(z) = .

1.4.4 Bemerkung: In Proposition 1.4.3 kann b durch oo ersetzt werden. Analoge
Resultate gelten auch bei monoton fallenden Funktionen und am linken Rand a
des Intervalls.

Beweis (Proposition 1.4.3): Ist f unbeschréankt, dann gibt es zu jedem N > 0 ein
zo € (a,b) mit f(xg) > N. Wegen der Monotonie von f folgt: f(x) > N fiir alle
x € (x0,b), also gilt }31;1}) f(z) = oo.

Die Folge x,, = b— n%rl(b —a) € (a,b) ist monoton steigend und konvergiert gegen
b. Ist f beschrankt, dann ist insbesondere die Folge y, = f(z,) beschrankt und
monoton. Daher konvergiert y,, gegen eine Zahl fy € R.

Ist nun £ > 0 gegeben, dann gibt es also ein n mit

lfo—ynl = fo— flzn) < e

Wegen der Monotonie folgt daher, dass fur x € (z,,b) ebenfalls fo — f(z) < ¢ gilt.
Also folgt glgl}rll) f(x) = fo. O

Wir diskutieren das Vorgehen beim Integrieren unbeschrankter Funktionen zu-
néchst an einem typischen Beispiel.

Wir betrachten die Funktion
f(z) =a* (1.89)

auf dem Intervall [0, 1].

Fir o > 0 ist f auf dem ganzen Intervall [0, 1] definiert, f hat die Stammfunktion
F(z) = 25 o1,

Dagegen ist f fiir < 0 in = 0 nicht definiert, wir betrachten die Funktion
f daher (fir @ < 0) nur auf dem (halboffenen) Intervall (0,1]. f (immer fiir
« < 0) ist hier nicht beschrankt. Das Riemann-Integral fiir f ist also nicht definiert.
Wir konnen bereits den Begriff |, Obersumme® nicht anwenden. Fiir o« # —1 ist

allerdings F' immer noch eine Stammfunktion. Auf jedem Intervall [c, 1] C (0, 1]
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(also 0 < ¢ < 1) ist f beschrankt und Riemann-integrierbar und es gilt:
Fir a # -1

/f(x) de = F(1) = F(c) = ~ Jlr - - — Jlr st (1.90)
und fir o = —1
/f(a:) dr = / 31: dx = log(1) —log(c) = —log(c). (1.91)

Es liegt nun nahe in der Gleichung (1.90) den Grenziibergang ¢ \, 0 zu versuchen:

Fir o > —1 ist:

1 1
ll{r(l)/f(x)dx:g{%/x dx

:lim< 1 1 Ca“) (1.92)
N0 \a+1 a+1

1

a4+l

Dagegen existiert der Grenzwert ¢ N\, 0 fiir @ < —1 nicht, da dann ¢*™! nicht
konvergiert.

1
Im Fall @« = —1 haben wir (fiir ¢ > 0) in (1.91) /x_ldaz = —log(c) berechnet.

Fiir ¢ ™\ 0 konvergiert log ¢ ebenfalls nicht.

Dieses Beispiel motiviert die folgende Definition:

1.4.5 Definition: Eine Funktion f : (a,b] — R heifit (bei a) uneigentlich
Riemann-integrierbar, wenn f auf jedem Intervall [c,b] C (a,b] Riemann-inte-
grierbar ist und

b
li\m / f(z)dx existiert (und endlich ist). (1.93)

b
Der Grenzwert li{n f(z) dz heifit das uneigentliche Riemann-Integral von f tiber

C

(a,b] und wird mit

/f(w) dx (1.94)

a+
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bezeichnet.

Eine Funktion f : (—o00,b] — R heifit (bei —unendlich ) uneigentlich
Riemann-integrierbar, wenn f auf jedem Intervall [¢,b] C (—o0,b] Riemann-
integrierbar ist und

b
EIP / f(z)dzx existiert (und endlich ist).

c\(—00
tiber (—o0, b] und wird mit

b
Der Grenzwert lim / f(x) dr heift das uneigentliche Riemann-Integral von f

b b
/ f(x)dx oft auch einfach mit / f(x)dx

7OO+
bezeichnet.

Eine Funktion f : [a,b) — R heit (bei b) uneigentlich Riemann-
integrierbar, wenn f auf jedem Teilintervall [a,c] C [a,b) Riemann-integrierbar
ist und

li;% / f(z)dz existiert (und endlich ist). (1.95)

Der Grenzwert heifit uneigentliches Riemann-Integral von f iiber [a,b) und wird
mit

/f(w) dzx (1.96)

bezeichnet. Analog zu (1.4.5) kann man b durch +oo ersetzen und das uneigentliche
Riemann-Integral

definieren, das héufig auch mit

bezeichnet wird.
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c b—
Gilt h}lz/f(:c) dx = oo, dann schreiben auch /f(x) dx = oo.

Eine Funktion f : (a,b) — R heifit (bei a und b) uneigentlich Riemann-
integrierbar, wenn f fir ein d € (a,b) sowohl tiber (a,d] als auch tber [d,b)
uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Das uneigentliche Riemann-Integral von f
tiber (a,b) ist der Wert

b/_f(x> dr = /df(x) dx + b/_f(:c) dz . (1.97)

at+

Analog heiit eine Funktion f : (—o00,00) — R bei —oo und +oo uneigentlich
Riemann-integrierbar, wenn f fiir ein d € (—00,400) sowohl iiber (—oo,d] als
auch tber [d, +00) uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Wir setzen:

+7_f(:lf)dx: Jr/oof(:c)dx: /df(:c)dx—i— 70f(:v)d:c.

d b—
Gilt / f(z)dz = oo und / f(z) dz = oo oder ist eines der beiden uneigentlichen
a+ d

Integrale unendlich und das andere existiert und ist endlich, dann schreiben wir

7f(x) dx = 0.

1.4.6 Bemerkungen:

1. Wir nennen eine Funktion f nur dann uneigentlich Riemann-integrierbar,
wenn der Grenzwert der Integrale (1.93), bzw. (1.95) endlich ist. Warnung

b—
1.4.2 gilt auch hier: / f(z) dx = oo ist nur eine symbolische, allerdings recht
praktische Schreibwgise.

2. Ist f: (a,b) — R uneigentlich Riemann-integrierbar, dann héngt das Inte-

b—

gral / f(z) dx nicht vom gewéhlten Zwischenwert d € (a,b) ab (siehe Satz

a+
1.1.11).
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b b
3. Héufig werden uneigentliche Riemann-Integrale wie / f(z)dz als / f(z)dx
a+ a

geschrieben. Der Leser muss dann aus dem Zusammenhang wissen (oder
erraten), dass ein uneigentliches Riemann-Integral gemeint ist.

4. f sei eine Funktion auf [a,b] und f die Einschrinkung von f auf (a, b], also

f:(a,b] > R, f(x) = f(z) fur alle x € (a,b].
Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar, dann ist f : (a,b] — R (bei a) unei-
gentlich Riemann-integrierbar und die Integrale stimmen tiberein, d.h.:

/bf(w) dr = /bf(x) dx. (1.98)

a+

5. Damit eine Funktion f : (a,b) — R bei a und b uneigentlich Riemann-
integrierbar ist, muss man die Existenz der uneigentlichen Integrale

d b—
/f(x) dx und /f(x) dx (fir a < d < b)
a+ d

b—e
unabhéngig voneinander zeigen. Die Existenz des Grenzwerts li{r(l) / f(z)dx
€

a+e
reicht nicht, wie nachstehendes Beispiel 4 in 1.4.7 zeigt.

1.4.7 Beispiele:

1. Wir haben bereits am Beginn des Abschnittes die Funktionen f(x) = z* auf
(0, 1] betrachtet. (Siehe (1.89).)
Fir a > 0 ist f sogar auf [0, 1] Riemann-integrierbar. (Genauer, die Fortset-
zung f(z) = z* fiir z € [0, 1] ist dort Riemann-integrierbar).
Fir a < 0 ist die Funktion f auf (0, 1] nicht beschrénkt, also ist sie sicher
nicht die Einschrinkung einer Riemann-integrierbaren Funktion f auf [0, 1].
Wegen

A — ot fir o# -1
o — a+1 a+1 )
/:1: dx { —logec fir a=-1 (1.99)

ist die Funktion f(x) = z® fiir —1 < a < 0 bei a = 0 uneigentlich Riemann-
integrierbar

(aber nicht die Einschrinkung einer Riemann-integrierbaren Funktion).
Fir a < —1ist f bei a = 0 nicht uneigentlich Riemann-integrierbar.
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2. Wir betrachten die Funktionen f(z) = -5 auf [1,00).

Wegen

d 1 o g1-p 1 g
/ﬂ e {1—5 d L fiir £ 1 und (1.100)

/ log d fir g =1

ist die Funktion f(z) = 27" fiir 8 > 1 bei d = co uneigentlich Riemann-
integrierbar.
Fir f < 1ist f bei d = oo nicht uneigentlich Riemann-integrierbar.

. Die Funktion f : (=1,1) — R mit f(x) = ——— ist (bei —1 und 1) unei-

V1—z?
gentlich Riemann-integrierbar. Und nach MG 19.2.7 ist F'(x) = arcsin z eine

Stammfunktion von f.
Also gilt fiir ¢ < 0:

/f(a:) dx = arcsin(0) — arcsin(c). (1.101)

Es gilt arcsin0 = 0 (da sin0 = 0) und

01\1(11—11 arcsin(c) = arcsin(—1) = —g (1.102)
(da arcsin stetig ist und sin(—75) = —1).
Also folgt
’ 1 T
Analog ergibt sich
I / R (1.104)
im [ ———dr = . :
/10 V1 —a? 2
Also ist )
o1
——dr =T. 1.105
) / — (1.105)
. Wir untersuchen g : (—1,1) —» R:
T
= —. 1.106
9(r) = T ( )

Offenbar ist g nicht beschrankt.
Es gilt: mlg{llg(x) = —oo und ilfrr% g(x) = 0.

Da

g(fv)z—;( Lo ) (1.107)
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findet man als Stammfunktion
1
Glz) = —5 (log(1 + ) +log(1 — x)) (1.108)

1,1) (a<p)

(—
B
=

also fur o, B €

(log(l + ) + log(1 — ﬁ))
(1.109)

(log(l + a) + log(1 — a)).

l\')\H l\DM—‘

Folglich konvergiert bei festem d € (—1,1)

/1 Sdr fur e\ —1

nicht (,,gegen —oo“). Ebenso konvergiert

C

/190 de fir ¢ 71
d

— 2

nicht (,,gegen +o00®). Also ist ;5 auf (—1,1) nicht uneigentlich Riemann-
integrierbar.

Man beachte, dass wegen g(r) = %7 die Gleichung g(v) = —g(—2) gilt.

Folglich ist / dx = 0 fir alle c € (—1,1). Der Grenzwert

— 72

dx

lim
c/‘l_ 1 — :C2

existiert also (und ist gleich 0). Dennoch ist g(x) = %7 nicht uneigentlich

Riemann-integrierbar, weil die Grenzwerte am linken und rechten Endpunkt
des Intervalls (—1,1) einzeln nicht existieren.

Fiir viele Funktionen ist die Stammfunktion nicht explizit bekannt. Um zu zeigen,
dass sie uneigentlich Riemann-integrierbar sind, ist der folgende Satz niitzlich.

1.4.8 Satz: Ist die Funktion f : (a,b) — R auf jedem Intervall [¢,d] C (a,b)
Riemann-integrierbar und gilt

|f(x)| < h(z) firalle z € (a,b) (1.110)
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fir eine auf (a,b) uneigentlich Riemann-integrierbare Funktion h, dann ist f auf
(a,b) uneigentlich Riemann-integrierbar.

Die Intervallgrenze a darf durch —oo, b durch +o0o ersetzt werden.

Beweis: Wir zeigen den Satz an der Grenze b = +00, die anderen Fille ergeben

sich auf dhnliche Weise.
Sei d € (a,00) und d < ¢; < ¢y, dann gilt

7f(x) dx — 7f(x) dx

7]‘(1‘) dx

C2

< / |f(x)| dx wegen Folgerung 1.1.12
o

< /h(m) dx

= 7h(3§) dr — 7h(x) dr .

Da lim / h(z) dx existiert, gilt nach dem Cauchyschen Konvergenzprinzip fur
d

Funktionen (MG 14.3.16), dass

d/h(x)dx—d/h(x) dr < e

falls ¢1, co > R(e) sind.
Deshalb ist auch

jf(x)ch—]lf(x)dx <e
d d

fir ¢1, ¢ grof genug. Folglich konvergiert (wieder nach dem Cauchyschen Konver-

genzkriterium) / f(z) du. O
d

Aus Satz 1.4.8 ergibt sich das folgende Kriterium fiir Divergenz:
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1.4.9 Korollar: Sei h : [a,b) — R auf jedem Intervall [a,d] C [a,b) Riemann-
integrierbar mit h(z) > 0 fur alle = € [a,b) und es gelte:

b—
/ h(z) dx = cc. (1.111)
Ist dann f : [a,b) — R auf jedem Intervall [a,d] C [a,b) Riemann-integrierbar und
gilt f(x) > h(x) fir alle z € [a,b), dann gilt auch:

/b_ @) da = oo. (1.112)

Die Integralgrenze b darf durch oo ersetzt werden.
1.4.10 Aufgabe: Beweisen Sie Korollar 1.4.9.

1.4.11 Beispiel: Die Funktion f(z) = e™* ist auf R uneigentlich Riemann-
integrierbar, denn f(z) ist auf [—1, 1] Riemann-integrierbar und fur |z| > 1 gilt

f(@) = ()] < |e]e™" = h(z) (1.113)

und h(z) ist uneigentlich Riemann-integrierbar.
Wie wir spater sehen werden, gilt

—+00
/ e dx = /7. (1.114)

—0o0

1.4.12 Aufgabe: Zeigen Sie, dass die obige Funktion h: R — R
hx) = |eje™

uneigentlich Riemann-integrierbar ist.

Als Anwendung des uneigentlichen Riemann-Integrals wollen wir uns jetzt mit der
Konvergenz von Reihen beschéaftigen.
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Zur Erinnerung: Sind a; € R, dann heifit die Folge S, = Zaj eine
j=1

Reihe. Falls die Folge S,, konvergiert, sagen wir die Reihe sei konvergent

und schreiben fiir den Grenzwert S von S, auch S = > a;. Falls sogar
j=1
Sn =Y llaj|| (gegen einen endlichen Wert) konvergiert, sagen wir die
j=1
Reihe S, sei absolut konvergent.
Wenn es zu jedem R > 0 ein N € N gibt, so dass fur alle n > N gilt

S, =Y a; > R, dann schreiben wir » a; = oco.

Jj=1 Jj=1

1.4.13 Proposition: Gilt a; > 0 fiir alle j, dann konvergiert die Reihe Zaj,

j=1
oder es gilt Z a; = 0.
j=1
1.4.14 Aufgabe: Beweisen Sie Proposition 1.4.13.
Sie wissen bereits aus dem Kurs MG, dass
i 1 < 00 (1.115)
n=1 n2
(dann existiert der Limes wegen % > 0) und dass
i 1 = 0. (1.116)
n

n=1

[ee]
Diese Ergebnisse werden wir nachvollziehen und auf Z — ausdehnen.

Den Schliissel zu unserer Untersuchung liefert die folggnde Beobachtung:

1.4.15 Proposition: a, sei eine Folge reeller Zahlen mit a,, > 0, dann gilt:
Ist f:[M,00) = R uneigentlich Riemann-integrierbar, und gilt fir alle x > M

f(z) > ay, falls z € [n,n + 1), (1.117)
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dann konvergiert die Reihe Z a, und es gilt

n=1

i an < /Oof(m)dx~ (1.118)

M

Beweis: Wir definieren die Funktion g : [1,00) — R durch
g(x) =ay, falls = € [n,n + 1).

g ist eine Funktion, die zwischen zwei natiirlichen Zahlen konstant ist und an den
natiirlichen Zahlen Spriinge macht.

Laut Satz 1.1.19 ist g daher auf jedem Intervall [1, k], (k > 1), Riemann-integrier-
bar. Es gilt g(x) > 0 und

g(x) < f(x) fir e > M

wegen (1.117). Nach Satz 1.4.8 ist g auf [M, o) uneigentlich Riemann-integrierbar.
Da g auf [1, M] Riemann-integrierbar ist, ist g also auch auf [1, 00) uneigentlich
Riemann-integrierbar.
Nach Definition von g gilt:

n+1
/ g(x)dx = ay,,

n

also
N+1 N
/ glx)dr =7 _a;
1 st
und daher
. N . N+1 o0
A}l_f)lloozaj = A}l_lgo 1 g(x)dx = /1 g(x)dx < oo.

Also konvergiert die Reihe Z a; und die Abschatzung (1.118) ergibt sich unmit-
j=1

| gw)de < [ fla)da

telbar aus

O

1.4.16 Korollar: f:[M,c0) — R sei eine Funktion mit f(x) > 0 und a,, sei eine
Folge fur die a,, > f(z) fir x € [n,n+ 1) gilt (n > M).

Ist f fir alle R > M auf [M, R| Riemann-integrierbar und ist / f(z)dx = oo,
M

(o]
dann ist auch Z Ap = OO.

n=1
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1.4.17 Aufgabe: Beweisen Sie Korollar 1.4.16.
1.4.18 Beispiel: Wir betrachten die Reihe

<1
— fir a >0 (1.119)

«
n=1 n

(Aus MG wissen wir bereis, dass diese Reihe fiir a = 2 konvergiert und fiir « = 1
divergiert.)

Fuar « > 2 definieren wir |

(z — 1)

Dann ist f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [2,00), wenn a > 1 ist (siche
1.4.7 Beispiel 2). Fir x > 2 gilt

flz) = (1.120)

1 1
- <= - ; ‘ ‘
= e S G_1e flx)  firzeln,n+1) (1.121)
Also ist

i Ay, < 00 fir o > 1. (1.122)
n=1
Wir definieren h : [1,00) — R durch
hz) = —. (1.123)
Dann gilt

a, > h(x) fir x € [n,n + 1]. (1.124)

Die Funktion A ist auf [1,00) nicht Riemann-integrierbar, wenn a < 1 gilt (siehe
1.4.7 Beispiel 2). Also gilt:

1

00 0o
D =),
n=1 n=1 n

=00 falls oo < 1. (1.125)

[e.9]

1.4.19 Aufgabe: Fiir welche 5 > 0 ist die Reihe Z

n=2

[ ?
n (logn)? konvergent’
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1.5 Zwei Erweiterungen des Riemann-Integrals

Wir werden in diesem Abschnitt zwei Erweiterungen des Riemann-Integrals ken-
nenlernen, die insbesondere als Beipiele oder Anregungen fiir den Rest des Kurses
dienen. In beiden Féllen werden wir die Mathematik dieser erweiterten Riemann-
Integrale nur skizzenhaft entwickeln, weil beide Verallgemeinerungen nur Spezial-
félle des spéter zu entwickelnden allgemeinen Integralbegriffes sind.

Eine wichtige Eigenschaft des Riemann-Integrals ist seine Translationsinvarianz,
d. h. die Eigenschaft
b b+c

/ f(av)alac:/Jr flz —c)dx. (1.126)
Dies riihrt insbesondere daher, dass das ,,Volumen® b—a eines Intervall unabhéngig
von der Lage des Intervalls ist. Mit anderen Worten: [a, b] und [a + ¢, b+ ¢| haben
das gleiche Volumen.
In manchen Situationen ist diese Eigenschaft aber nicht adédquat. So moéchte man
etwa die Masse einer Substanz ermitteln, die nicht homogen verteilt ist. Dann soll-
te einem Intervall [a, b] ein Wert (Gesamtmasse im Intervall) zugeordnet werden,
der von der Dichte oder Konzentration der betrachteten Substanz in [a, b] abhangt.
In einem solchen Fall kann man etwa folgendermafien vorgehen:
Es sei G : R — R eine monoton wachsende Funktion (,,Gewichtsfunktion“). Dann
ordnen wir dem Intervall [a, b] das Gewicht G(b) — G(a) zu. Die Dichte oder Kon-
zentration ist also hoch, wenn G(b) — G(a) grof ist. Man kann sich G(b) — G(a)
als die ,,Zunahme* einer Grofie (Gewicht, Volumen, Ladung usw.) zwischen a und
b vorstellen. Fiir die Funktion G(z) = x ergibt sich gerade die Gewichtung des
Riemann-Integrals, ndmlich b — a.
Ein mit G gewichtetes Integral kann nun wie beim Riemann-Integral tiber (gewich-
tete) Ober- und Untersummen definiert werden, bei denen statt der Lange ¢; —t;_1
des Intervalls [¢;_1,%;] dessen Gewicht G(t;) — G(t;—1) verwendet wird.

1.5.1 Definition: G : R — R sei eine monoton wachsende Funktion und a,b € R
mit a < b.

Ist f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion und P = (t,...,t,) eine Partition
von [a, b], dann setzen wir fir i =1,...,n:

und
M; =sup{f(x)|tiss <x <t} (1.128)
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Wir definieren die G-Untersumme als

Us(f, P) = Zm (G(t:) = G(t:0)) (1.129)
und die G-Obersumme als
Oa(f,P) = 3- Mi(G(t) - Gt ), (1.130)

1.5.2 Satz: Ist G : R — R monoton steigend und f : [a,b] — R stetig, dann gilt
sup Ug(f,P)= _inf )OG(f, P). (1.131)

PeZ(la,b]) PeZ([a,b]
Wie beim Riemann-Integral kénnen wir auf Grund von Satz 1.5.2 stetigen Funk-
tionen f ein gewichtetes Integral zuordnen:

1.5.3 Definition: Ist G : R — R monoton steigend und f : [a,b] — R stetig,
dann definieren wir

/ @) dG) = sup Uglf, P)
a PeZ(ja,b)) (1.132)

= inf O P).
PEIZI(I[a,b]) a(f, P)

b
Der Wert / f(x) dG(x) heiit das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich
der Gewichtsfunktion G.

1.5.4 Bemerkungen:

1. Fir G(x) = z erhalten wir das Riemann-Integral.

2. Wir haben darauf verzichtet, das Riemann-Stieltjes-Integral fiir nicht stetige
Funktionen f zu definieren. Dies hétte etwas mehr Aufwand erfordert. In den
folgenden Kapiteln werden wir die Integrationstheorie stark verallgemeinern,
so dass das Riemann-Stieltjes-Integral — auch fiir nicht stetige Funktionen —
als Spezialfall im allgemeinen Integrationsbegriff enthalten ist.

Beweis (Satz 1.5.2): Die Funktion f ist nach Satz 1.1.35 gleichmafig stetig.
Zu & > 0 gibt es also ein 0 > 0, so dass aus |z — y| < ¢ mit x,y € [a,b] folgt
|f(x) — f(y)| <e. Istalso P = (ty,ti,...,t,) eine Partition von [a,b] mit §(P) =

max (t; — ti_1) < 0, dann gilt:

n

~~~~~

M; —m; = sup{f(x) |t <z <t} —inf{f(z)| i1 <r<t} < e
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Also gilt:

inf O(;(f,P)_ sup uG<f7P)§OG(f7ﬁ)_uG(fvﬁ)

PeZ(ja,b)) PeZ(jab))
Z M m; ( (t;) — G(i‘—l))
<e Z( z 1))
— ((?(b)-— (;(a)) e. (1.133)

Dabei haben wir benutzt, dass G monoton steigend ist (also G(#;) — G(t;—1) > 0)
und dass ) (G(fz) - G(fi_l)> eine Teleskop-Summe ist:
i=1

Da e > 0 beliebig war, folgt aus (1.133)

inf  Og(f,P)= sup Ua(f,P)

PeZ([a,b]) PeZ([a,b])

1.5.5 Aufgabe: Sei a,b € R mit a <b, f: [a,b] — R eine stetige Funktion und

fall d
Gl) = 0 falls z <0 und, (1.135)
1 fallsx > 0.
Berechnen Sie das Riemann-Stieltjes-Integral
b
/ (o) dG(z). (1.136)

Das Riemann-Stieltjes-Integral ist eng mit dem Riemann-Integral verwandt, wie
der folgende Satz zeigt.
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1.5.6 Satz: Ist G : R — R monoton steigend und stetig differenzierbar und
f i la,b] — R stetig, dann gilt
b

b
/Gf(x)dG(x):/ f(z) G (z) da. (1.137)

a

Wir verzichten hier auf einen Beweis.

1.5.7 Aufgabe: Die Fehlerfunktion
t 2
erf:R R, erf(t) = / e~ dr (1.138)
0

hat keine einfache Darstellung in elementaren Funktion (siche Beispiel 1.2.4). D. h.
, dass Sie sich nicht als einfache Kombination von Funktionen wie z. B. Polynome
oder trigonometrische Funktionen darstellen laft.

Zeigen Sie, dass das Riemann-Stieltjes-Integral
t 2
/ e dG(x) (1.139)
0

mit
z?  falls z > 0 und

1.140
—x? fallsx <0 ( )

G:R =R, G(:I;):{

eine einfache Darstellung hat. Berechnen Sie dazu das Integral.

Man kann das Riemann-Stieltjes-Integral auch fiir gewisse nicht monoton
wachsende Funktionen G definieren.
In der Abschatzung (1.133) ergibt sich dann

e z: G(t) — G(tiy)]. (1.141)

Fir die Existenz des Integrals muss man daher fordern, dass

n

sup Y |G(t;) — Gtim1)] < C < 0. (1.142)
PeZ([ab]) i=1

Funktionen G, die (1.142) erfiillen, nennt man Funktionen von be-
schriankter Variation. Wegen (1.134) sind monoton wachsende Funk-
tionen G : R — R immer von beschrankter Variation.
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Wir wollen uns zum Abschluss dieses Kapitels noch mit dem Riemann-Integral im
mehrdimensionalen Raum beschéftigen. D. h. wir méchten Funktionen von mehr-
eren Variablen integrieren konnen.

Sei etwa [ : [a,b] X [¢,d] — R eine Funktion von zwei Variablen z € [a,b], y € [c,d].
Eine Moglichkeit, das Integral von f zu definieren, besteht darin zunéchst eine
Variable, etwa z € [a, b], festzuhalten und tiber die andere Variable zu integrieren.
Wir erhalten dann eine Funktion

d
F) = [ fla.y)dy. (1.143)
Diese Funktion integrieren wir anschliefend tiber x:
b
/ F(x) d. (1.144)

Das Ergebnis nennen wir das (mehrdimensionale) Riemann-Integral von f iiber
[a,b] X [c,d] und schreiben

/ab/cd f(z,y) dy dzx. (1.145)

Dieses Verfahren bedarf noch einer genaueren Begriindung!

Erstens miissen wir sicherstellen, dass die Funktion

Jo: [Ca d] — R, f:c(y) = f(x,y) (1'146>
fir jedes = € [a, b] Riemann-integrierbar ist und zweitens, dass die Funktion
d d
Filabt >R F)= [ L@)dy= [ Sy dy (1.147)
ebenfalls Riemann-integrierbar ist.

Die Riemann-Integrierbarkeit von f, und F' kann man jedenfalls fiir stetige Funk-
tionen f sicherstellen:

1.5.8 Proposition: Ist die Funktion f : [a,b] X [¢,d] — R stetig, dann sind auch
die Funktionen

fe(y) = f(z,y) (fir alle z € [a, b)) (1.148)
und

F(x) Z/abf(x,y)dy = /ab f2(y) dy (1.149)
stetig.
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Fir diejenigen unter Ihnen, die ,Stetigkeit® und ,,Gleichmaflige Stetig-
keit“ fiir Funktionen f : R? — R noch nicht kennen, verweisen wir auf
den Abschnitt 2.4, wo wir diese Begriffe entwickeln. Diese Kursteilnehmer
kénnen den folgenden Beweis zuriickzustellen, bis sie das zweite Kapitel
des vorliegenden Kurses bearbeitet haben.

Beweis: Stetigkeit von f bedeutet, dass aus z,, — xg und y, — yo folgt, dass
f(zn,yn) = f(z0,v0). Insbesondere folgt also fiir festes xq, dass aus y,, — o folgt
f(xo,yn) = f(zo,%0). D. h. die Funktion f,, ist fir jedes xy € [a, b] stetig.

Da f auf der kompakten Menge K = [a,b] X [c,d] C R? stetig ist, ist f sogar
gleichméaBig stetig (Satz 2.4.32, siehe auch Satz 1.1.35). Zu € > 0 gibt es also ein
0 > 0 mit:

Aus [|(z1,y1) — (22,12)| < 6 folgt |f(x1,y1) — f(22,12)| <e.

Ist nun |z — x9| < J, dann ist fir jedes y € [c,d] auch ||(z1,y) — (x2,y)|| <, also
folgt |f(x1,y) — f(x2,y)| < e (fiir beliebiges y € [c, d]).

Daher erhalten wir:

| F(ar) = F(xy) | ]/cdf(:chy)dy—/cdf(%,y)dy\

[ 1w~ fa )l dy
(d—c)e.

D. h., F ist stetig. a

IN

Damit haben wir fiir stetige Funktionen f : [a, b] X [¢, d] — R das Riemann-Integral

/ab /Cdf(x,y) dy dx (1.150)

definiert.
Als Néchstes stellt sich die Frage, ob das Ergebnis von der Reihenfolge der Inte-
grale abhangt, ob also:

/ab/cdf(x,y)dydm = /Cd/abf(:c,y)dxdy (1.151)

gilt. Tatséchlich gilt Gleichung (1.151) fiir alle stetigen Funktionen f. Einen ele-
mentaren Beweis hierfiir findet man im Buch Analysis IT von Forster. Wir verzich-
ten hier auf einen Beweis von (1.151), weil wir diesen Sachverhalt spater im viel
allgemeineren Rahmen zeigen werden.
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Fiir Funktionen von d Variablen, also f : R — R konnen wir ganz analog ein
d-dimensionales Riemann-Integral definieren, in dem wir nach und nach iiber alle
Variablen integrieren, indem wir also

/abl (/abg(' ) (/abd_l (/adf(l“lv ) dxd> dxd_l) ) dxg) dz, (1.152)

1 2 d—1 d

bilden. Im Rahmen der Lebesgueschen Integrationstheorie werden wir solche Inte-
grale in allgemeinem Rahmen untersuchen.

1.5.9 Aufgabe: Berechnen Sie

2 2
/ / r+ 22y + P dy da. (1.153)
1 Jo
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Losungen zu Kapitel 1

Losung zur Aufgabe 1.1.20. Wir nehmen an, dass a,b € M gilt. Falls dies
nicht der Fall ist, erweitern wir die Menge M durch die Elemente a und b. M ist
dann immer noch eine endliche Menge und f eingeschrankt auf [a, b]\ M ist stetig.

Betrachten wir die Partition Py = (to = a,t1,...,t;, = b) von [a,b], wobei iy,
k=0,...,l,die angeordneten Elemente von M sind und [ die Anzahl der Elemente
von M bezeichnet.

Bezeichne mit fj, die Einschdnkung von f auf das Interval [tx_q,tx], & = 1,...,[
Dann ist jedes fr beschrankt und f; eingeschrankt auf beliebige Intervalle
[e,d] C (tg_1,tr) stetig. Satz 1.1.14 zeigt, dass fi, auf [t;_1, t;] Riemann-integrierbar
sind.

Zusammenfassend haben wir bis jetzt gezeigt, dass f auf allen Intervallen [ty _1, ],
k =1,...,l Riemann-integrierbar ist. Sukzessives Anwenden von Satz 1.1.11 zeigt
dann, dass f auf [a,b] Riemann-integrierbar ist. Es gilt

t

/abf(x)dx:/t:If(x)dx+/tj2f(m)da:—l—...+ f(z)dx.

ti—1

Losung zur Aufgabe 1.1.23. Die Voraussetzung f(z) > 0 wurde im Beweis
von Satz 1.1.21 fiir die Ungleichung

[ s> [ s

verwendet. Unter Verwendung von Satz 1.1.11 und Korollar 1.1.13 zeigen wir
b c d b
/f(x)dx:/f(x)dx+/f(x)dx+/f(x)dx (Satz 1.1.11)
a a c d

75
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d
>0+ /f(:c)dx +0 (f(xz) > 0 und Korollar 1.1.13)

c

= /df(a:)da:

Losung zur Aufgabe 1.1.34. Wir untersuchen die Funktion
fTR=R, f(r)=a2a?

auf gleichméaflige Stetigkeit.

Als erstes notieren wir die Identitat

[f(@) = f)l = 2* = y*| = |z — y) (@ +y)| = |o — yllz + y], (1.154)
die aus der dritten binomischen Formel folgt.
Fiir n € Nsetzen wir £ = nund y = n+=. Somit ist [z—y| = + und |z+y| = 2n++.
Eingesetzt in (1.154) erhalten wir

£@) = @l = lo = sll+yl = (204 ) =24 5 > 2

Nun kénnen wir zeigen, dass f nicht gleichméflig stetig ist: Sei ¢ = 1. Fiir jedes
0 > 0 wahle ein n € N so dass % < n ist. Somit gilt

1
|z —y| =— <.
n
Andererseits ist
22—y >2>1=¢
Dies widerspricht der gleichméafligen Stetigkeit in Definition 1.1.32.

(,Durch Widerspruch“ wird auch im Beweis vom Satz 1.1.35 argumentiert.)

Losung zur Aufgabe 1.2.10. Wir berechnen

20 20

1 1
JRLAY S —
x> —x—2 2+ fr+

10 10
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mit f=—1und vy =—-2.Da D =~ — %2 SR, B Co) —% negativ ist, hat das
Polynom P(x) = 22 + Bz + v = 2* — x — 2 zwei verschiedene (reelle) Nullstellen

1 9
xl——§+\/—D:2+ 1= und
54 1 9
=——=——V-D=—-—/-=-1.
2T 2 V1

Mit (1.33) berechnen wir nun das Integral und erhalten
20
. 2 —x—2 1 — T2 (20—x2)( —xl)
B 20—2 (10— (—1))
(20 — (—1))(10 — 2)

co\»—w\'— l\D

( o
(2) 0% ()

Losung zur Aufgabe 1.2.11. Um
b

/(152df”

$+§)

zu berechnen, substituieren wir y = x + g Wir erhalten somit

b
1 1
/ﬁdx: — dy (mity:x—i-g)
@ <$+§> a+§y
1b+§
= —— (mit (1.37))
Ylays
1,
- B
b—i‘g CL+§

b—a
ab+ (a+1b)2 +’82'
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Losung zur Aufgabe 1.2.13. Wir verwenden eine schlaue Darstellung des In-
tegranden, um das Integral zu berechnen.

Zunachst betrachten wir die triviale Identitat

b b
/ logzvdm:/ 1 - logxdx.

Die rechte Darstellung suggeriert die Verwendung von Satz 1.2.6, also der partiellen
Integration unter Verwendung von

f(z) =logx, f(z) =
g'(x) =1, g(x) =

Satz 1.2.6 impliziert also

/abloga:d:c = /abl - logz dx
= [ @) sy dr
= 40)f0) ~ g@)f(a) ~ [ F@)g(r)da

a

=blogh — aloga — / —xdr

a X

b
:blogb—aloga—/ ldx
=blogb — aloga — b+a

b
=zlogx —x

Losung zur Aufgabe 1.3.14. Aus MA 11.2.47 folgt, dass wir ein Beispiel der
folgenden Form suchen: Sei A = {ay, as, ...} eine Menge von Zahlen fiir die a; < S

fir alle ¢ € N gilt, aber supa; = S.
ieN

Betrachten wir nun a; = —% und S = 0. Dann ist a; < 0 = S fir alle 7 € N, da die
a;’s negative Zahlen sind.

Andererseits gibt es fir jedes € > 0 ein (eventuell sehr grofies) n € N, so dass

1 1
— < ¢ undsomit S —e< —=—
n n
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ist. Somit ist S = 0 eine obere Schranke aller Zahlen in der Menge A und S — ¢ ist
keine obere Schanke mehr (fir jedes € > 0). Laut MG 11.2.47 ist S das Supremum
von A.

Um zusammenzufassen: Wir haben ein Beispiel fiir

a; < S furalleieN und supa; =S
ieN

gefunden.

Losung zur Aufgabe 1.3.21. Beginnen wir mit dem Beweis der Ungleichung
(1.77):

Aus MG 11.2.47 folgt, dass f(y) < sup f(z) und g(y) < sup g(x) fir alle y € M
zeM xeM
ist. Aufaddieren beider Ungleichung gibt

fy) + g(y) < sup f(x) + sup g(x) fir alle y € M.
zeM xeM

Somit ist
sup f(x) + sup g()
€M xeM
eine obere Schranke der Menge {f(y) + g(y) | y € M}. Da
sup (f(x) + g(x))
zeM

die kleinste obere Schranke von {f(y) + g(y) | y € M} ist, gilt

sup (f(@)+g(x)) < sup f () + sup 9(z)

Analog beweist man die Ungleichung in (1.78).
Beweisen wir die Ungleichung (1.79): 1é1j\f4 h(xz) > — sup |h(x)|.

zeM
MG 11.2.51 zeigt
inf h(z) = — sup —h(x).

zeM xeM

Wir miissen nun zeigen, dass

sup (= h(z)) < sup ()]

zeM zeM
gilt. Dies folgt aus folgender Uberlegung: Da —h(x) < |h(z)]| gilt, ist

sup |h(z)]

zeM
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eine obere Schranke der Menge {—h(y) | y € M}.

sup ( - h(a:))

xeM

ist die kleinste obere Schranke dieser Menge. Somit muss

sup —h(z) < sup |h(z)|
zeM xeM

gelten.
Betrachten wir als Beispiel die Funktionen
flx) =2, g(x)=—2 und h(z)=2+1
mit M = [—1,1]. Dann ist
sup f(r) =1, supg(x) =1, inf f(r)=—1 und inf g(x) = —1.

Wir haben jedoch

sup (f(:zc) + g(x)) =sup0=0  und

rzeM xeM
inf (f(z)+9(x) = nf 0=0.
Auflerdem finden wir
0= inf 2+ 1= inf h(z) > —sup |h(z)| = — su r+ 1| = —2.
z€[-1,1] zeM (z) ;cez\gl (@)l ze[—ll),l} | |

Losung zur Aufgabe 1.4.10. Wir beweisen Korollar 1.4.9 durch ,Widerspruch®
Angenommen, es existierten Funktionen f,h : [a,b) — R, 0 < h(z) < f(z) fur
alle © € [a,b), beide Riemann-integrierbar auf jedem Intervall [a,d] C [a,b) und

bh—
/ h(z) dx = co. AuBerdem gilt

" f(z)dr < oo.

a

Dann sind insbesondere die Voraussetzungen von Satz 1.4.8 erfillt (mit vertausch-
ten Rollen von f und h). Somit ist h uneigentlich Riemann-integrierbar:

/ab_ h(z)dr < co.
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b—
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme / h(z) dz = oo.

a

Dieser Widerspruch wird dadurch aufgelost, dass die Annahme ,, f ist uneigentlich
Riemann-integrierbar® falsch ist. Die Funktion f ist nicht uneigentlich Riemann-
integrierbar:

/ab f(z)dx = oc.

Losung zur Aufgabe 1.4.12. Wir betrachten zunéchst die Funktionnen

fR=>R;, z+—¢e" und

g:R—=R;, z+ —2° mit ¢(z)=—2u.
Mit der Substitutionsregel Satz 1.2.7 gilt dann

/Ob(—Q)x e dx = /b J () f(g(x)) dx

0
9(b)

= f(u) du
(0)

9
b2

= / e du
0

—e ¥ — ¢ (Tabelle 1.2.5)

—e ¥ —1 (1.155)

fiir jedes b > 0. Analog gilt

0 2 2
/ (—2ze P dr=1—¢" (1.156)
b
fir jedes b < 0.
Dies impliziert
o0 2 b 2
/ |x| e™™ dx = lim/ |z| e dx
0 b—oo Jo
—1 0 2
=lim — [ (=2)ze ™ dr (daz=|z|furalle 0 <z <)
b—oo 2 Jo
. -1 —b? .
= bILIgO 5 (e — 1) (mlt (1.155))
1
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da lim 764’2 = 0 ist. Auf dhnlichmn Weg erhalten wir

b—o0
0 2 0 2
/ |z] e dzr = lim / |z| e dx
—c0 b——o0 Jp
.10 g2 ;
= lim - | (=2)ze™™ dz (da —z =|z| fur alle b < x <0)
b——0c0 2 Jb

= lim ;(1—-6*) mit (1.156)

b——o0

1

5"

Unter Verwendung der Definition 1.4.5 finden wir

o0 2 0 2 o0 2
/ |z e™ dx:/ x| e dx—i—/ |z| e dx
00 o 0

—1+1—1
2 2

o0
Das uneigentliche Integral / 2] e~ da existiert.
—00

Losung zur Aufgabe 1.4.14. Sei a; > 0 fiir alle j. Angenommen, die Reihe
S, = Z a; erfillt

j=1
[o¢]
> a; # oo
j=1
Dann existiert ein R > 0 so dass fiir alle n € N gilt
Sn = Z a; < R.
j=1

Somit ist die Folge S5, beschréinkt: 0 < S, < R. Aus dem Monotonieprinzip

MG 12.5.2 folgt, dass die Folge S, = Zaj konvergiert. Somit konvergiert die
j=1

n o
Reihe lim a; = ;.
S > a =30,

j:

J=1

Losung zur Aufgabe 1.4.17. Wir gehen dhnlich vor wie im Beweis von Propo-
sition 1.4.15.
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Wir definieren die Funktion g : [1,00) — R gegeben durch
g(x)=a, fallszenn+1).

g ist eine Funktion, die zwischen zwei natiirlichen Zahlen konstant ist und an den
natiirlichen Zahlen Spriinge macht.
Laut Satz 1.1.19 ist g daher auf jedem Intervall [1, k], (k > 1) Riemann-integrier-
bar.
Es gilt

0< f(x) < g(x) fir z > M.

Nach Korollar 1.4.9 ist g auf [M, co) und somit auch auf [1, c0) nicht uneigentlich
Riemann-integrierbar.
Nach Definition von g gilt:

n

n+1 N+1 N
/ g(x)dx = a, also / g(z)dz = a;
1 st

und daher

' N . N+1
wim e = g ) gl
= / g(x)dx
1

Q.

Also divergiert die Reihe Z a;.

=1

Losung zur Aufgabe 1.4.19. Betrachten wir den Fall 8 > 1. Fj : [3,00) — R,

gegeben durch
-1

(6 —1)(log(x — 1))

Fy(x) =
hat die Ableitung F mit

y B 1
o) = G T loge — )P

Dann ist fur alle x > 3

1 1 / .
= logn)? = (o= Dogz —1))7 ~ o) firz€lnn+1).
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Da / Fj(x) dz uneigentlich Riemann-integrierbar ist mit
3

00 -1
Fl(z)dx = F3(3) = <
folgt aus Proposition 1.4.15, dass die Reihe Z ———  konvergiert.
n=2 n (IOg n)ﬂ

Betrachten wir 5 = 1. Die Funktion G; : [20,00) — R gegeben durch
G1(x) = log(log )

hat die Ableitung
1

rlogx’

Es gilt nun fiir alle x > 20 die Abschatzung

1 S 1
ap = =
n(logn) — zlogz

=G(z) firz e [n,n+1).

Da / G (x) dx = oo folgt mit Korollar 1.4.16
20

Z;:Oo

“= n(logn)

Betrachten wir 0 < 5 < 1. Die Funktion G : [2,00) — R gegeben durch

-1
) = (5= Dlog )y
hat die Ableitung
, 1
Galw) = z(logx)8

Es gilt nun fiir alle x > 2 die Abschétzung
1 1
= >
n(logn) — z(logx)?

an, = G(x) fir z € [n,n+1).

Da /OO G’ (x) dr = oo folgt mit Korollar 1.4.16
2

> 1

D)

“= n (logn)?
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Losung zur Aufgabe 1.5.5.

1. Fall 0 ¢ [a,b]:
G ist eine (auf [a,b]) konstante Funktion mit

falls b
Gla) = 0 fallsb <0,
1 fallsa > 0.

Insbesondere gilt fiir jede Partition P = (to,...,t,) € Z ([a,b]), dass
G(t;—1) = G(t;) ist. Daraus folgt

n

Us(f, P) = mi (G(t:) = Glti))

i=1

und

wobel — wie immer —

m; = inf f(x) und M;= sup f(x)

i1 ST ti1<z<t;
ist.
Also ergibt sich
Uc(f, P) = Oc(f, P)=0.
Nach Definition 1.5.3 hat das Rieman-Stieltjes-Integral den Wert

/a " (@) dG(x) = 0.

2. Fall 0 € (a,b):
Sei € > 0. f ist als stetige Funktion auf [a, b] gleichméBig stetig (Satz 1.1.17).
Somit existiert ein § > 0, so dass |f(z) — f(0)] < ¢ ist fiir alle |z — 0] < 4,
x € [a,b].

Fir jede Partition Py = (a = tg,...,tiy,...,tn = b) € Z([a, b]), fur die

0 € (tiy_1,ti] und |t;, — ti,_1| < 9 ist, gilt somit (mit Lemma 1.3.19 und

g(x) = £(0))
mi, > f(0) —e und M;, < f(0) +e.
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Damit berechnen wir

Ualf, P) — ilm (G(t) - Gt 1))

= (S (e -cu)

i=1

+miy (Gltig) = Gltig1))

i=ig+1
i0—1 n
- (Z m;(0 — 0)) +my (L=0)+ [ > mi(1-1)
i=1 i=ig+1
= 0 + mio + 0
= mio
> f(0) —e.
Analog finden wir

Oc(f, P) < f(0) +¢.

Somit finden wir
0 < Oa(f, P) —Ua(f, P) < (f(0) +¢) = (f(0) —&) < 2.
Da wir € > 0 beliebig nahe an 0 wahlen kénnen, muf
Oc(f, P) =Uc(f, P) = f(0)

gelten. Somit hat das Rieman-Stieltjes-Integral nach Definition 1.5.3 den
Wert

[ 1) G = o).

3. Fall a =0:
Fiir jede Partition Py = (0 =to,...,t, =b) € Z([O, b]), gilt

Uslf, P) = > mi (G(t) = Gltin))
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und analog
OG(f? P) =0.

Das Rieman-Stieltjes-Integral hat somit den Wert
b
/ () dG(z) = 0.
0
4. Fall b=0:

Fiir jede Partition Py = (a =tq, ..., t, =0) € Z([a, 0]), oilt

n

Us(f, P) = 2 m: (G(t) = Gltir))

= (i m; (G(ti) - G(ti1)>> + my, (G(tn) - G(tnfl))

- Cz;lmi(oo)> +my (1 -0)

Analog finden wir
uG(fa P) = Mn-

Wie im Fall 2 gibt es zu ¢ > 0 ein 6 > 0, so dass fiir Partitionen, die
|t, — tn—1| < ¢ erfiillen, gilt (beachte: b = 0)

m, > f(0)—e und M, < f(0)+e.

Somit finden wir
0<Oc(f,P)—Ux(f,P) < (f(0)+¢e)—(f(0)—¢e) < 2e.

Wie im Fall 2 folgt

und somit

[ fw)dct) = 7o)

Wir haben also

b _Jo falls 0 ¢ (a,b] und
/a fz)dG(w) = { £(0) falls 0 € (a,b]
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gezeigt.

Losung zur Aufgabe 1.5.7. Zunéchst berechnen wir die Ableitung von G:

2x falls z > 0,
G'(z) =<0 falls x = 0 und
—2x fallsx <0
= |2z].

Somit ist G stetig differentierbar. G ist ausserdem monoton steigend, da G’ nicht-
negativ ist.

Die Voraussetzungen von Satz 1.5.6 sind erfiillt. Somit gilt

t 2
/ e " dG(x)
0
t 2
= [ e G'(x)dx
0
t

= | |2z]e* da
0
t 2
/ 2ee " dx fur t > 0 und
—JJo
t

/ e dr firt<0
0

t 2
/ 2¢e * dxr furt >0 und
0

0
/ 20 dr firt<0  (Definition 1.1.8)
t

t2
/ e Ydy firt >0 und
9% (Substitution y = 2?)
/2 e Vdy furt<O0
t

t2

= 0

fur t > 0 und

firt <0

t2
1—e* fiirt>0und
T le® -1 firt<0

= ‘1 — e’t2

Somit das Riemann-Stieltjes-Integral die einfache Darstellung

t 2 2
/ e " dG(x) = ’1 —e 7.
0
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Losung zur Aufgabe 1.5.9. Die Funktion

foly) =z + 2%y +
hat die Stammfunktion

1
Fo(y) = 2y + 2°y° + 1?/47

da Fy(y) = fo(y).
Dann gilt:
9 2 9 2
// x+x2y+y3dydx:// fo(y) dy dx
1 0 1 0

2
]d:p

=/12 lFx(y) .

2
:/ 20 + 42 + 4 dx
1

4 2
:x2+§x3+4x

1
4 4
=44+ 8+8—(1+-+14

Fgs s (1rg )

4
_ (~16.333...).
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